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KOMBINATORIKA

Kombinatorikus gondolkodas fejlesztésének menete

A kombinatorikus gondolkodasmad fejlesztésének lépcsofokai
(altalanos iskola 1-8. osztaly) (Varga Tamas nyomdan)

1.

Adott feltételnek megfelelé egy vagy tobb eset eldallitasa (mikézben tanuljak fi-
gyelembe venni az adott feltételt)

. Minél tobb eset eldallitisa az adott feltétel szerint (az eldallitasok soran tanuljak

tartosan megtartani a szempontot, feltételt, az eldallitott objektumokat megkiilon-
boztetik, azonositjak)

. Az Gsszes eset megkeresése a talalt esetek rendezése €s a rendszerben talalt hia-

nyok segitségével (a rendszerépitést a teljességre torekvés motivalhatja)

. Adott feltételhez tartozo esetek megkeresésehez rendszer kiépitése ,,elore” (a mar

végigjart alkotdsokhoz valo gondolati hasonldsag alapjan)

. Az esetek szamanak keresése (mar csak elképzelt tevékenységgel vagy elkezdett

targyi tevékenység képzeletbeli folytatdsaval)

. Szeml¢leti tartalomban kiilonb6zd, de matematikai tartalmukban egyez6 feladatok

megoldasa, ,,tudatos azonositasa”

. Egy-egy matematikai valtozéd rendszeres valtoztatasa; az esetek szamaban megfi-

gyelt valtozas szabalyossdganak megfigyelése, jellemzése, megadisa a sorozat
szabalyaval

8.* Két (tobb) matematikai valtozo rendszeres valtoztatdsa; az esetek szamanak tab-

lazatba rendezése, a tablazatban taladlhato Osszefiiggések megfigyelése, megadasa

9.* A taldlt osszefiiggések magyarazata

10.* A felismert 0sszefiiggések alkalmazasa tovabbi anal6g matematikai problémakra



Kombinatorikus gondolkodas fejlesztése az also tagozaton
1. A kombinatorikus gondolkodasmad fejlesztésének elso 1épcsofokai

1. Adott feltételnek megfelelo egy vagy tobb eset eloallitasa
2. Minél tobb eset eldallitasa az adott feltétel szerint

3. Az osszes eset megkeresése a talalt esetek rendezése és a rendszerben talalt hia-
nyok segitségével

4. Adott feltételhez tartozo esetek megkereséséhez rendszer kiépitése ,elore” (a
mar végigjart alkotasokhoz valé gondolati hasonlosag alapjan)

Ténylegesen elvégzendo feladatok: (Ezeket részint az oran javasoljuk elvégezni, ele-
mezni, részint — amelyekre nem maradt id6, egyéni munkaval hasonléan valosago-
san ,,lejatszani”, hogy igazan atéljék a megfeleld gondolati utakat!)

1. 3-féle szinii leg6-elemekbol (mas egyforma szines elemekbdl) tornyok épitése.
Alkossanak 3 szintes ,,tornyokat”; probaljanak minél tobbfélét épiteni; keressék az
Osszes lehetdséget! Figyeljék meg és gylijtsék Ossze azokat az otleteket, hogy mi
modon tudjak megallapitani: elkésziilt-e az dsszes lehetséges torony!

Eldszor az érdekli a gyerekeket, hogyan lehet épiteni vele, mit lehet beldle épiteni, esetleg,
hogy minél magasabbat épitsenek. Ha a szabad alkot4sokra elegendd id6t hagyunk, akkor
felkelthetjiik a gyerekek érdeklddését, hogy milyen pl. 3 szintii tornyokat tudnak alkotni.

Meg is mutatjuk a gyerekeknek, mifélékre gondolunk, hogy értelmezziik a 3 szintet. o
Arra azonban nem kell mintat adnunk, hogy lehet egy ,,toronyban” 2-3 azonos
szinl is, hadd vet6djon fel alkotds kdzben a kérdés.

Elsé osztalyban kétféle gondolati igényességet kezdiink kiépiteni. Az egyik a ,,Szempont-
tartas” az, hogy a feltételt (jelen esetben a 3 elembdl valo alkotéast) a feladat egészében
szem el6tt tudjak tartani. A masik pedig az, hogy alkotasaikat folyamatosan ellendrizzék:
nem alkottak-e mar ugyanilyet, kiilonbozik-e a késziil6 torony a tobbitdl.

Késobb — esetleg csak 2. osztadlyban — tovabbfejlédik a feladatvégzés azaltal, hogy megpro-
balhatnak minél tobbfélét 1étrehozni az adott feltétel szerint, s még késébb formalhaté no-
vendékeink teljességre valo torekvése.

A teljesség igénye nem feltétleniil alakul ki a gyerekekben dnmagatol. Sziikség lehet a tanitd
problémafelvetésére: van-e még masmilyen, vagy ennyiféle van, és nincs tobb.

Hogyan lathatja at a kisgyerek, hogy sikeriilt-e minden lehetéséget megtalalnia,
vagy ha nem, miféle hianyzik még? Ennek egy fontos ¢és jo lehetdsége, hogy az elkészi-
tett tornyokat valahogyan ,,szépen” elrendezik maguk el6tt.

Jo koriilményt jelent a rendszerezés fontossaganak megértetésére az, ha kis csoportokban
egyiitt probaljak megalkotni a gyerekek az Osszes tornyot. Ilyenkor sokszor mar a munka
megosztasa is felveti valamiféle rendszer kialakitasanak, kovetésének igényét.

Miféle ,,rendek” alakulhatnak?

Feladat: Irja le lehetGleg minél pontosabban azt a rendezési médot, ahogyan az 6Sz-
szes tornyot elrendezte! Vesse ossze rendezését masokéval!




1. Lehet, hogy az egyik tarsasag kiilon rakja azokat a tornyokat, amelyek csupa azo-
nos szintiekbdl késziiltek, kiilon azokat, amelyekben 3 szin szerepel, s kiilon taldlnak
rendszert abban a csoportban, amelyben 2 kiilonb6z6 szinii elemet hasznaltak. Példaul
ez utdbbiakat ugy allitjak parokba, hogy a kivalasztott két szin felcserélddjon benniik:

iCE CR R i

egy szinbdl allok 3 szin szerepel benniik

Feladat: Allapitsa meg, mifélék hidnyoznak még, és
azok hogyan illeszkednek bele az alakulo rendbe!

2. Mashol esetleg arra figyelnek, hogy milyen szinli a torony also eleme, s kiilon
rakjak azokat, amelyeket pirossal kezdtek épiteni, kiilon a sarga és kiilon a kék alja
tornyokat. Ez esetben raérezhetnek arra, hogy a harom csoportban ugyanannyi torony-
nak kellene késziilnie, s ez tampont lehet a hidny megallapitdsdhoz, esetleg a hianyzd
épitmény megkereséséhez is. (Igy szoktak megfogalmazni: ,,szimmetria” oka van, hogy
a harom csoportban ugyanannyi féle torony lesz. Ennek a gondolatnak az a jelentése,
hogy semmi sem magyardzna, miért lehetne tobbféleképpen folytatni az épitést, ha
alulra az egyik szint tessziik, mint ha a masikkal kezdtiink volna.)

Ennek az elrendezésnek az is szépsége, hogy tovabbvihetd: barmelyik szinnel kezd-
ték, kozépre ismét haromfélét tehetnek, s barmilyen is az also kettd, mindig haromféle-
képpen lehet befejezni a harmadik elemmel az épitkezést. Ezt a rendszer-épitést egy
fahoz hasonlithato diagrammal szemléltethetjiik (igy is nevezik: fa-diagram):

.E! E?F N, \Ep N \Ep N

l

A fa also 4gai egy csoportba gytijtik azokat, amelyeken az als6 elem azonos szinti. A
kovetkezd szinten egy-egy aghoz azok az elemek tartoznak, amelyeknek (az also ele-
men kiviil) a kozéps6 eleme (is) azonos szinii. Végiil a felsé agak a felsd szintre tett
elemek szerint valasztjak szét az elkésziilt tornyokat.

Feladat: a) Rendezze el a fenti fa-diagram szerint a t6bbi megalkotott tornyot is! Koé-
vesse alulrol a fa agait, s egy-egy esetben elore dontse el, hogy az adott ag-
veégzodéshez melyik torony fog tartozni!




b) Rendezze el a tornyokat ugy is, hogy az alsé agakon a kozépsé elem szineit vegyék figyelembe, azaz
azokat a tornyokat gyiijtsék ossze, amelyeknek ugyanolyan szinii elem van a kozepén, a kovetkezo
dgak a felso elemek szineit allitsak sorba mindeniitt, s a legfelso dagak az also elemek szerint kiilon-
boztessék meg az egyébként egyiivé sodrodo tornyokat! (Haladjon lépésenkeént: eloszor gyiijtse Ossze
az osszes tornyot, amely azonos also agra fog keriilni, aztan egy-egy csoporton beliil valassza egyiivé
azokat, amelyek ugyanahhoz a kozépsé aghoz tartoznak, s végiil ezeket rakja sorba a felsé dagak sze-
rint!)
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Ugyanezeket a tornyokat tablazatosan is elrendezhetjiik. Példaul ugy, hogy a felsé
sorba tessziik az dsszest, amelynek piros az also eleme, a kdvetkezd sorba azokat, ame-
lyekben sarga az alsé elem, a harmadik sorba pedig a kékkel kezdéddket. Mindegyik
sorban harom oszlopot képeziink: az elsé oszlopba tessziik azokat, amelyeknek a koze-
pén piros elem van, a masodikba azokat, amelyeknek a kdzepe sarga, a harmadik osz-
lopba azokat, amelyeknek a kozepe kék. Végiil az oszlopokban mindeniitt a felsd
elemnek a piros, sarga kék sorrendjét Orizziik meg. (A rajzokat itt a kezddbetlik helyet-
tesitik:)

kozépen piros kozépen sarga kozépen kék
fent: | piros | sdrga i kék | piros sdrga kék | piros sdrga  kék
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A fa-diagram és a tablazat hasznalatara célszerii megtanitani a gyerekeket. Ennek
legiobb mddja, ha erdsitjiik azokat a probalkozasaikat, amelyekben felismerhetok ilyen
elemek, s lehetéleg nem adunk kész eszkozt a keziikbe. (Pl kérhetjiik az egyes esetek-
ben, hogy probdlkozzanak még szebb rendet kialakitani; kerhetjiik egy-egy jol sikertilt
részletnél, hogy mondjak el, ott hogyan rendezték a tornyokat, ezzel segithetjiik az ala-
kulo rend tudatositasat.)

2. Gyakoroljatok a szamok irasat! — mondta a tanité néni. — Az 5-0s, 2-es és 7-€S
szamjegyekbol alkossatok 3 jegyii szamokat! Irjatok le az 6sszes kiilonbo6zot!

A feladat természetesen nem lehet elsds tennivald. Harmadikban kérhetjiik az 6sszes lehe-
tdség Osszegylijtését, pl. csoportonként, k6zos munkdval. (Ebben az életkorban is lehet cé-




lunk az iras kiilsejének szebbitése.) Figyeljiink arra, hogy a gyerekeknek eleinte még nem
az a kérdés a fontos, hogy hanyféle lehetdség van, hanem maguknak a lehetoségeknek a
megkeresése érdekes. Az alkotas kdzben vald rendezgetés céljabol helyes kiilon-kiilon kar-
tyakra iratni az egyes haromjegyli szamokat. Osszak meg maguk kozott a gyerekek a tenni-
valokat egy-egy csoporton beliil; maga a tennivald megszervezése mar megkivanja a fel-
adat valamilyen szintl atlatasat.

Annak ellendrzését is hagyjuk ndvendékeinkre, hogy csupa kiilonbozot irtak-e, és hogy
megtalaltdk-e az Gsszest. [smét a szamkartyak elrendezése lehet az ellendrzés jo eszkoze.

Ha felismerték a feladatban az elsé feladat ,,szerkezetét”, akkor mar nagy 1épést tet-
tek az altalanosités felé.

Feladat: Alkosson mas, pontosan ugyanilyen szerkezetii feladatot! Fogalmazza meg
pontosan, mi a kézos ezekben a feladatokban!

Gondolkozzon a kovetkez6 feladatokon! Probalkozzon az 6sszes lehetoség megQ-
alkotasaval, attekintésével, és alkosson rendet, amely segiti annak eldontését, va-
jon megtalalta-e az osszest! (Némelyik feladat megoldasara visszatériink a késébbi-
ekben.)

3. Harom egyenld széles, szines papircsikbdl ragasztunk 6ssze harom-csikos zaszlo-
kat. Szeretnénk olyanokat késziteni piros, fehér és zold szinnel, amelyen két szomszé-
dos csik nem lesz azonos szinli. Milyen zaszlok készithet6k?

4. Hany négyjegyli szdm van?

5. Hany négyjegyli szam van a hdrmas szamrendszerben?

6. Egy piros és egy kék szabalyos dobokockaval dobok. A piros kocka minden poty-
tye tizet ér, a kéken levd pottyok értéke 1. Milyen szamokat dobhatok a két kockaval?

7. Feldobunk 5 kiilonb6zd pénzérmét: egy-egy 1, 2, 5, 10 és 20 forintost. Csak azo-
kat az érméket szamitjuk, amelyeken az ,,irds” van feliil. Hanyféle értéket dobhatunk?

8. Tiz gyerek futoversenyt rendez. Hanyféle sorrendben érhetnek célba, ha nincs
azonos futdsidd?

Példaul e legutobbi feladat atvezethet a kombinatorikus gondolkodas kovetkezo 1€p-
csOfokara. Tobb mas lehetdség is volna, de ezzel kapcsolatban célszeri megbeszélni
azt a gondolkodési modszert, ami a kombinatorikaban (is!) igen sokszor alkalmazhat6
haszonnal. Azt ugyanis, hogy ha egy probléma tulsagosan bonyolult vagy til sok
attekinthetetlen lehetoséget sejtet, akkor oldjunk meg helyette elobb valami egy-
szeriibbet, oldjuk meg kisebb szamok korében.




2. Adott feltételnek megfelel6 lehetséges objektumok szamanak keresése
mar megoldott problémakkal azonos szerkezetii példakban

1. Visszavezetés egyszeriibb esetekre: egy adat rendszeres valtoztatasa sejtés
megfogalmazasa a Kiterjeszthetoségre, altalanositasra; igazolas.

2. Egy-egy egyszerii osszefiiggés altalanos megfogalmazasa képlettel.

Uj tipusu problémak; dsszeszamlalas ,,0sszead0do6” esetek szambevételével

1. Hanyféle sorrendben érkezhetnek be a versenyzok, ha tizen mérték ossze
gyorsasagukat futasban? (Az elmult oran felvetett probléma megoldasa.)

A tiz gyereknek mar nevet adni is nehézkes! Nézziik meg, mi a helyzet, ha csak 2, 3,
4,5 ... gyerek vesz részt a versenyen! Hatha megsejthetlink valamilyen rendet!

Jeloljiik a gyerekeket az ABC betliivel, és soroljuk a lehetéségeket.

A résztvevok A lehetséges sorrendek A lehetoségek
szama: szama
2 AB, BA 2
3 ABC, ACB, BAC, BCA, CAB, CBA 6
4 ABCD, ABDC, ACBD, ACDB, ADBC, ADCB,

BACD, BADC, BCAD, BCDA, BDAC, BDCA,
CABD, CADB, CBAD, CBDA, CDAB, CDBA,

24
DABC, DACB, DBAC, DBCA, DCAB, DCBA

S . ?

Vajon hogyan alakul a lehetdségek szama tovabb? Van-e valamilyen felismerhetd
szabalyossag az eddig leirt szamok sorozataban: 2, 6, 24; sOt, ha az 1 ,,versenyz0” ese-
tében is megallapitjuk, hogy egyetlen beérkezési ,,sorrend” van, akkor: 1, 2, 6, 24...7

Hogyan folytathaté ez a szdmsorozat? Mindenesetre — mint barmely sorozat, ez is —
tobbféleképpen. Azonban a felvetett probléma megoldasat csak egyféle sorozat
szamai jelenthetik.

PI. folytathat6 az 1, 2, 6, 24 ... sorozat gy, hogy most Gjra 2-vel szorozzuk az el6z6 sza-
mot, tehat a 24 utan a 48 kovetkezik, aztan ezt 3-mal kell szorozni, a kovetkez0 szamot 4-
gyel, s gjra 2-vel, 3-mal, 4-gyel ... Ennek megfeleléen a sorozat els6 néhany eleme: 1, 2, 6,
24, 48, 144, 576, 1152, 3456, 13824... (Lehet, hogy a tiz versenyzd ilyen sokféle sorrendben
érkezhet célba? Lehet, hogy ezek a szamok jelentik a probléma megoldasat 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7,
8,9, 10 versenyz0 esetére?)

Eszrevehetjiik, hogya2=1-2,a6=2-3,a24 =6 - 4. Eszerint igy is folytathat6 az elkez-
dett sorozat, hogy mindegyik tagot a kdvetkezé természetes szammal szorozzuk meg. Ennek a
szabalyossagnak a folytatasaképpen a sorozat kovetkez0 szdmanak az 1 -2 -3 -4 - 5=120-at,
az azutan kovetkezonek az 1 -2 -3 -4 -5 - 6 = 720-at fogadjuk el, aztan kovetkeznek az
5040, 40320, 362880, 3628800... (Ez még tobbféle sorrend lenne; pedig mar az elébbi is el-
képzelhetetleniil soknak tiint! Lehet, hogy mégis ezek lesznek a j6 szamok?)




Folytathat6 a fenti négy elem olyan sorozat-szabaly szerint is, ha felismerjiik a kiilonbség-
sorozat valamilyen rendjét. P1. 1 +1=2,2 + 4 =6, 6 + 18 = 24, s a kiilonbségeket képezziik
ugy, hogy az el6z0 kiilonbség 6tszorosebodl vessziik el a soron kovetkezo természetes szamot:

1, 1-5-1=4, 4-5-2=18, 18-5-3=87, 87 -5-4=431 ..., és az elkezdett so-
rozat szamai igy alakulnak:

1 2 6 24 111 542 2692 13536 67149 335706
1 4 18 87 431 2150 10744 53713 268557

De akar ugy is sorozatot kapnank, hogy a 24 utan mar csak a 24 allna minden helyen:
1,2,6,24, 24,24, ... — crr6l azonban erésen gyanitjuk, hogy nem felel meg a felvetett prob-
lémanak.

Vajon hogyan lehetne eldonteni, hogy melyik sorozat irja le a fenti probléma
megoldasat? Melyik, a szamok sorozataban felismert szabalyossag adja meg a beérke-
z¢si sorrendek szdmainak sorozatat? Egyik sem? Egy ezektdl kiilonb6z6?

Ezt csak ugy allapithatjuk meg, ha a sorozat képzési szabalyat magabol a lehe-
toségek alakulasabol magyarazzuk.

Példaul gondolkodhatunk igy: 2 gyerek csak 2-féle sorrendben érkezhet be: az A ér
be elébb, vagy a B. J§jjon most a harmadik versenyzd! C a beérkezési sorrendben min-
denképpen 3 helyet foglalhat el: akkor is, ha A megel6zi B-t, akkor is, ha B el6zi meg
A-t:

C az elsé C a masodik | C a harmadik
A megeldzi B- CAB ACB ABC
B megelozi A-t CBA BCA BAC

Nemcsak azt latjuk igy, hogy valoban 6-féle sorrend lehetséges, hanem azt is, hogy a
harmadik versenyzd belépése megharomszorozta a lehetdségek szamat.

Gondoljuk tovabb a lehetdségeket! Ha 3 versenyzd sorrendje egymdashoz képest 6-féle
lehet, akkor a negyedik versenyzo beallitasa négyszerezi a lehetéségek szamat. Hiszen
a masik harom versenyz6 sorrendjétdl fliggetleniil 4 kiilonb6zd helyen érkezhet: elso,
masodik, harmadik vagy negyedik lesz a versenyben. A fentihez hasonlo tablazatot
most ugy alkotjuk meg, hogy soronként megdrizziik az A, B, C versenyzdk egyféle
sorrendjét, mikozben D elfoglalja rendre mind a négy helyet:

A, B, C sorrendjei: D az elsd D a masodik | D a harmadik | D a negyedik
ABC DABC ADBC ABDC ABCD
ACB DACB ADCB ACDB ACBD
BAC DBAC BDAC BADC BACD
BCA DBCA BDCA BCDA BCAD
CAB DCAB CDAB CADB CABD
CBA DCBA CDBA CBDA CBAD




Bizonyitas nélkiill mondjuk ki, hogy ,,j61 lathatéan” 6tsz6rdzi a lehetdségek szamat
az, ha az el6bbi négy versenyzoéhoz még egy futd bedll, hatszor annyi lesz a lehetdsé-
gek szama 6 versenyzd esetén, mint 5 versenyzOnél... Ez a 1épésenként valo épitkezés
mutatja meg, hogy a futdverseny problémajat a 2. sorozat irja le, s az altalanos bizonyi-
tasnak is ez az alapja’.

Tiz versenyz0 beérkezési sorrendje tehat: 1 -2-3-4-5-6-7-8-9-10=10! lehet.
Roviden 10! jeldli és ,,10 faktorialis”-nak mondjuk azt a szorzatot, amelyben 1-gyel kezd6d6-
en 10-ig minden természetes szdmot szorzunk ossze. 1! =1;2!=1-2=2;3!=1-2 -3 =6;
4!'=1-2-3-4=24;51=120...

Erdemes egy madsik gondolatmenet szerint is végiggondolni a lehetGségek szamat;
van akinek ez az egyszeriibb.

Barmelyikiik lehet els6 a tiz koziil. Akarki lett az elso, utana 9 futd koziil keriil ki a
masodik. Annak tehat 10 - 9 féle lehetdsége van, hogy ki az elsd €s a masodik. Mind a
90 esetben 8 futd koziil lesz egy a harmadik, aztan a 10 - 9 - 8 féle eset mindegyike 7-
feleképpen folytatddhat aszerint, hogy ki a negyedik ... a végén 2 futd koziil lesz az
egyik a kilencedik €s 1 marad tizediknek. Természetesen igy is 10! a lehetdségek sza-
ma.)

2. Haromféle szinii (piros, sarga, kék) lego-elemekbdl épitsiink tornyokat! Hanyfé-
le tornyot lehet késziteni?

Az esd alkalommal mar megoldottuk a feladatot a 3 szintes tornyok esetére. Azt ta-
laltuk, hogy 27 kiilonb6z6 torony készithetd.

Most azonban nem adja meg a feladat az egymadsra épithetd elemek szamat; a felve-
tés tehat ugy értendd, hogy kicsit altalanosabban szeretnénk tudni: hanyféle lehetdség
van, ha 1, 2, 3, 4, 5... szintesek a tornyok. Hanyféle a lehetdség, ha akarmekkora adott
szam a szintek szdma.

Ismét gytijtsiik tdblazatba a valtozo szintek szamat, a felsorolt lehetdségeket és ezek
szamat!

Szintek A lehetséges tornyok A tornyok szama
1 P, S, k 3
2 pp, i pS, pk, isp, :Ss, sk, kp, ks, kk 9
3 ppPp, ipps, ppK, ipsp, pss, psk, pkp, :pks, :pkk,
spp, isps, spk, issp, isss, issk, iskp, isks, :skk, 27
kpp, kps, ikpk, ‘ksp, ikss, iksk, ikkp, ikks, ikkk
4 ?

A 3,9, 27 szamok leginkabb a haromszorozodast juttatjdk az esziinkbe. A 81, 243,
729... folytatast azonban csak akkor fogadhatjuk el, ha nemcsak a szamok kozott talal-
juk ezt a szabalyossagot természetesnek, hanem magaban a problémaban leljiik meg
az okat.

1 A bizonyitést a teljes indukciéval lehet elvégezni, amelynek alapja az a Peano-axidma, mely szerint ha a termé-
szetes szamok korében érvényes valamely tulajdonsag az els6 természetes szamokra, és ez minden természetes
szamrol oroklodik a rakovetkezd természetes szdmra, akkor érvényes minden természetes szamra. A fenti leirds-
ban az ,,6roklédést” mutattuk meg kis szamok korében.
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Amikor 1 szintes a ,,torony”, akkor természetesen haromféle lehetdségiink van: a 3
szin adja ezt.

Hogyan folytatodik az épitkezés? Vegyiik kézbe a piros egy szintes ,,tornyot”, és ezt
¢épitsiik tovabb! Megtehetjiik, hogy masodiknak piros elemet valasztunk, azt, hogy sar-
gat, vagy azt, hogy kék elemet tesziink az elsé szintre. Hasonloan haromféle elemet
tehetiink a sarga elemre, és haromfélét a kék elemre. Igy valoban természetes, hogy 3-
szor annyi 2 szintes tornyot épithetiink, mint ahdny 1 szintest.

Hogyan épiilnek a 3 szintes tornyok? Ugy, hogy a 2 szintesekre tesziink még egy
elemet. A harmadik elem megvalasztasara szintén 3 féle lehetdségiink van, ez azt je-
lenti, hogy mindegyik 2 szintesbdl — a fels6 elem szine szerint — 3 féle 3 szintes torony
lesz. Jol érezziik, hogy barmilyen magas toronybdl 3-szor annyiféle épithetd, mint
ahanyféle eggyel alacsonyabb, s igy a szamsorozat fent megsejtett szabalyossagat maga
az épitkezésben talalhato rend magyardzza.

A 4 szintes tornyok szama tehat3 - 3 - 3 - 3 =81;

az 5 szinteseké 3 -3 -3 -3 -3 =243;

a 6 szintesek¢ 3 -3 -3 -3 -3 -3 =729 stb.

az n szintes tornyok szama pedig3 -3 -3 -3 - ..... -3-3=3"

n darab

3. Hany négyjegyii szam van?

Gondolkodhatunk pl. igy:

Egyjegyli szambol 10 darab van: 0, 1, 2, 3,4, 5,6, 7,8, 9.

100-nal kisebb — azaz legfeljebb kétjegyli — szam 100 darab van: 0, 1, ... 99. Ebbdl a
100 szambol 10 egyjegyli, a tobbi (100 — 10 =) 90 a kétjegyii.

1000-nél kisebb — legfeljebb haromjegyli — szam 1000 darab van. Ha ezekbdl el-
hagyjuk a legfeljebb kétjegyliek (azaz az egyjegyliek €s a kétjegyliek) szamat, akkor
megkapjuk a pontosan haromjegytiek szamat: 1000 — 100 = 900.

A legfeljebb négyjegytiek szamabol, 10000-bdl elvéve a legfeljebb haromjegytiek
szamat, a pontosan négyjegyilick szamahoz jutunk: 10000 — 1000 = 9000.

A négyjegyli szamokat Osszeszamolhatjuk gy is, hogy elgondoljuk: az els6 helyre
irhatjuk az 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 barmelyikét; akarmelyik szamjegy utan 10 kiilonféle
szamjegyet irhatunk:

10..,,11..,12.,, 13.., 14.,,15.,, 16.., 17.., 18.., 19..;

20..,21..,22..,23.., 24.., ... 29..;

90..,91.., 92.., 99..;

Mind a 90 esetben a harmadik helyre 10 kiilonféle szamjegy keriilhet:
100., 101., 102, ... 109.;

110., 111., 112, .. 119.;

200., ...

999., ... 999.;

Végiil a negyedik helyet is 10-féleképpen tolthetjiik ki mind a 900 esetben.
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Ha most azt a kérdést vetjiik fel, hogy hany olyan szdm van, amely jegyeinek szama
n, a fenti gondolatot folytatva 9 - 10 " lehetdséget talalunk.

4. Hany négyjegyii szam van a harmas szamrendszerben?

Miben kiilonbozik a harmas szamrendszerben felirhaté szam a tizes szamrendszer
szamjeleit6l? Abban, hogy egy-egy helyre csak 3-fé¢le szamjegy irhato: 0, 1, vagy 2, az
elso helyre pedig 2-féle: 1 vagy 2.

Tehat2 - 3 - 3 - 3 =54 féle négyjegyll szam irhatd a harmas szdmrendszerben:

1000 1001 1002 1010 1011 1012 1020 1021 1022

1100 1101 1102 1110 1111 1112 1120 1121 1122

1200 1201 1202 1210 1211 1212 1220 1221 1222

2000 2001 2002 2010 2011 2012 2020 2021 2022

2100 2101 2102 2110 2111 2112 2120 2121 2122

2200 2201 2202 2210 2211 2212 2220 2221 2222

Az eddig elemzett feladatok megoldasaban kozos volt, hogy mikdzben egy-egy
elemmel tovabbépitkeztiink (eggyel tobb sorszdmu helyezést is szamon tartunk, egy-
gyel magasabbra ¢épitjiik a tornyot, eggyel tobbjegyii szamot alkotunk...) a lehetdségek
szama tobbszorozodik. Ez kifejezédhet példaul a mar megismert fadiagramon ugy,
hogy az utols6 agvégzodések jbol szétagaznak, mégpedig mindegyik ugyanannyi
felé.

Feladat: Készitse el a fent elemzett feladatokhoz a megfeleld fa-diagramot! (A szer-
kezetét adja meg, ahol tulsagosan sok agat kellene megrajzolni!)

5. Egy névnapon nyolc barat iinnepel. A koszontés soran mindenki koccint
mindenkivel. Hany koccintas torténik?
Feladat: Probaljak el a koccintdast egymas kozott! Tartsanak valamilyen rendet,

hogy egy se maradjon ki, egy se ismétlodjon! Mikozben 8 tarsuk lejatssza, minden
résztvevo szamolja, hogy ¢ hanyszor koccintott, a tobbiek pedig probadljik szamolni az

osszes koccintas szamat!

Ha elvégezték az esetek 0sszegylijtését, kovethettek példaul azt a rendet, hogy eld-
szor egyikiik sorra koccintott mind a 7 ,,baratjaval”, aztdn a helyére ment. A kovetkezd
hallgatonak tovabbi 6 tarsaval kellett koccintania (hiszen az elsdvel vald koccintast
mar szamoltak). Miutdn a masodik hallgato6 is helyre ment, a harmadiknak mar csak 5
koccintas volt hatra és igy tovabb. Ennek megfeleléen 7+ 6 +5+4 +3 +2 + 1 = 28-
nak adddik a koccintdsok szama.

Kérdezziik meg mindegyik hallgatotol, hogy ¢ hadnyszor koccintott! Hibatlan szami-
tas esetén mindenki azt allitja, hogy 7-szer — hiszen mindenkivel kellett egyszer koc-
cintania. Ez pedig 7 - 8 = 56.

Melyik szdm az igazsag? 28, vagy 56 koccintas volt? 4
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Felismerhetjiik, hogy ha mindenki megszdmolta az ¢ pohardnak csendiilését, akkor

minden koccintast kétszer vettiink szdmba: egyszer az egyik, egyszer a masik pohdar

koccanasat a masikkal — pedig ez csak egy Osszecsendiilés. Igy a koccandsok szama
nem 56, hanem ennek a fele: 28.

6. Ebben a tablazatban mindegyik betiitol csak a szomszédos mezore szabad
1épni jobbra vagy lefelé. Olvassa ki a BARATSAG szot, ahanyféleképpen csak lehet!

B'AR AT
AR AT S
RIAT SIA
A TS AG

Probalja meg leirni egy-egy 5 - 4-es tablazatba kiilon-kiilon a kiolvasasokat! Bizto-

sabban tudja 0sszegyljteni a lehetdségeket, ha kitalal valamilyen rendet. P¢éldaul elha-

tarozhatja, hogy mindig elényben részesiti a jobbra 1épést a lefelé 1épéssel szemben:

BIA R AT BIA R A BIA R A BIA R A
S T S T T
A A S A S
G G G AiG

Folytassa a gyiijtést az elkezdett rendnek megfelelden!

Azt is megteheti, hogy a mezdket pontokkal helyettesiti, s a kiolvasast csak az utvonal-

lal jeloli:
|—+—|——|——r l——l——l——r | .__.__.__T | l——l——l——T |
1 n mn: N + LA B | L—T L IR IR | + n [ IEE IR | + n
1 g 0inm + B n; 0 1 + im0 J——T LI I + |
[ AN BN I ‘ E: B B B ‘ IR IR A | J E: i N L—l

Folytassa a rajzolast a kezdett rend szerint! Vegye észre benne az absztrahdlds elsé

lépését: ahol a beirt betiiktol elvonatkoztatva mar csak a lépések iranya lesz a fontos!

Ujabb absztrakciot jelenthet, ha a 1épéseknek megfelelden kis nyilakkal adjuk meg a

szomszédos mezdre 1épések iranyat, vagy ha a négy jobbra Iépés 4 ,,;” betiijét és a ha-

rom lefelé 1épés 3 ,,1” betiijét jegyezziik fel egy-egy leolvasasnak megfelelGen:

oo, ool ol 5ol

jne;

i,

i,
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Feleltesse meg a leolvasdsoknak, rajzoknak ezeket a 7 nyilbol, 7 betiijelbol allo cso-

portokat a sajat gytijtésében is!

Ismét més jegyzési format ad az, ha pl. csak azokat a sorszamokat irjuk fel, ahanyadik

1épésben jobbra Iépilink a hét 1épés koziil. (Vagy ha a lefelé 1épések sorszdmait irjuk

fel.)
Jobbra Iépések az egyes kiolvasasokban: Lefelé Iépések az egyes kiolvasasokban:
1234, 1235, 1236, 1237, ... 567, 467, 457, 456, ...

Gyakorolja ezt a jegyzési modot is a tobbi leolvasas atkodolasaval!

Probdlja gondolkodasat elemezni abbol a szempontbol, hogy benne melyik jegyzési
mod felel meg legjobban a probléma leirasanak, datlatasanak! Melyikben érzi legbiz-
tonsagosabbnak, hogy csak kiilonbozo lehetéségeket gyiijtott és mindegyiket megtalal-

ta? Milyen mas szempont szerint vdlasztana az egyik vagy masik lejegyzési modot?
Most mar tegyiik fel a kombinatorikus kérdést: hanyféle leolvasas lehetséges?

Az elso két jegyzési mod alapjan gondoljuk meg Iépésenként, hogy az egyes me-
z6kbe (az egyes pontokhoz) hanyféle titon juthatunk! irjuk be a mez6kbe ezeket a

szamokat!

Az els6 sor mezéibe A masodik sortol és oszloptol kezdve egy-egy mezdbe fentrdl is 1éphetiink és

csak balrol érkezhe- balrol is. Tehat ahanyféleképpen eljutottunk a felette all6 mezébe, annyiféle-

tiink, az elsé oszlop képpen jutunk a kiszemelt helyre tigy, hogy az utolsé 1épésiink lefelé 1épés,

mezdibe csak fentrol: és ahanyféleképpen eljutottunk a bal oldali mezébe, annyiféleképpen ériink a

kiszemelt helyre tigy, hogy az utolsé 1épés jobbra lépés:
1:1:1:1:1 1:1:i1:1+:¢1 1:1:1:1:1 1:1:1:1:1
L 7
1 1:2x3:41:5 1:2:i13:41:5 1:2:3:4:5
Y

1 1:3 1:3:6 :10»15 1:3:6:10:15
Y

1 1:4 1:4:10 1:4 10 20%35

Ellendrizze megoldasait: megtaldlta-e a 35 kiilonbozd leolvasast mindegyik jegyzési

mod szerint!
Mas-mas jegyzési modok egyben mas-mas modon vetik fel a kérdést.

A nyilakkal illetve betiijelekkel valo jegyzésben négy egyforma és harom ezektol
kiilonb6zo, de szintén egyforma jelb6l allo sorozatokat irtunk, és arra lehetiink
kivancsiak, hogy hanyféle ilyen 7 elemii sorozatot lehet alkotni. Mintha 4 piros és 3
sarga lego-elembdl épitenénk tornyokat, és a szinek sorrendje szerint megkiilonboztet-
ve Oket, a tornyok lehetséges szamat kérdeznénk.
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Az utolso két jegyzésmod pedig annak meggondolasat kivanja, hogy 7 hely koziil
hanyféleképpen valaszthatjuk meg azt a négyet, ahova a j betiit irjuk, illetve
hanyféleképpen valaszthatjuk meg azt a harmat, ahova az 1 betiit tessziik.

E ket felvetesre késobb fogunk visszatérni.

3. Osszeszamlalasok ,,Keriil6 uiton”

1. Esetek 0sszefogasa egy esetté az elemek megkiilonboztethetetlensége miatt
2. A sorrend lIényegtelenné valasa

1. Ot kiilénbozd szinti gydngyszembdl hanyféle gyongysor flizhetd?

A feladat megoldasat ismét célszerli ugy eclkezdeni, hogy megalkotjuk az elsé
gyongysorokat. Gondolkodasunkat segitheti, ha kezdettdl probalunk valamilyen rendet
tartani alkotasunkban.

Legyenek a szinek p, s, k, z, f.

A flizés rendje lehet az, hogy az els6 gyongyszemeket mindaddig nem valtoztatjuk,
amig a folytatds még lehet 0j. Pl. az elsé két sorban megegyezik az els6 hdrom szin,
csak a 4. és 5. cser¢lddik fol. Az els6é 6 sorban megdriztiik az els6 két szint, hiszen uté-
na az 3. 4. és 5. gyongyszem hatféle sorrendben flizhetd:

pskzf
pskfz

pszkf
pszfk

psfkz
psfzk

Olyan 1) gyongysort mar nem tudunk fiizni, amelyben az els6 két szin valtozatlan,
hiszen mogottiik az utolsé harom csak hatféle sorrendben allhat egymashoz képest.
Most valtoztassuk meg a masodik gyongyot ugy, hogy az elsé maradjon a helyén, azaz
a s helyére a k vagy z vagy f keriiljon. Nyilvanvalonak érezziik, hogy ha 6-féle leheto-
ség volt az utols6 harom gyongyszem sorrendjére akkor, amikor a s allt eldttik a 2.
helyen, akkor 6-féle sorrendben allhat az utols6 harom gyongyszem akkor is, ha a k a
2. akkor is, ha a 2. helyre a z keriil és akkor is, ha a 2. helyre az f-et tessziik. gy lesz
négyszer annyi sorrend, amikor az utolso 4 helyet vizsgaljuk, mint amikor csak az utol-
s0 3 helyen all6 gyongyszemek sorrendjeire figyeliink.

Feladat: Folytassa az érvelést!

Ugy is megtalaljuk a lehetdségek szamat, ha azt gondoljuk meg, hogy fiizés soran
hanyféle lehetdségiink van egy-egy gyongyszem megvalasztasdra. Amikor az elsd
gyongyszemet fiizziik fel, akkor 5 szin kozott valaszthatunk. Barmelyiket fliztiik fel
elsdnek, minden egyes esetben 4 szin kozott valaszthatunk a masodik gyongyszemnél.
Az els6 két szem felflizésére tehat 5 - 4 lehetdség van.
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Az els6 két gyongyszemet 20-féleképpen valaszthatjuk meg. Barmelyik kettd utan a
megmarado 3 koziil valaszthatjuk meg a kovetkezot, tehat az elsé harmat 5 - 4 - 3-
féleképpen fiizhetjiik fel. Hasonldan tovabbgondolva a lehetdségek szaporodésat egy-
egy Uj gyongyszem felfiizésekor, az adodik, hogy az 5 szemet 5 -4 -3 -2 -1 =120
(=5!) féle sorrendben lehet felflizni.

Vajon ha ezeket a gyongysorokat kézbe vessziik, ez mind Kiilonbozé lett? A valo-
sadgos gyongysorok nem kiilonbdztethetok meg azoktol, amelyeken éppen forditott sor-
ban fliztiikk a szemeket! Tehat fele ennyiféle gyongysor van valojaban: 60.

Es ha osszekotjiik a zsineg két végét tigy, hogy a szalon korbefuthatnak a szemek?
Akkor ismét lesznek olyan gyongysorok, amik 0sszekotés utan mar megkiilonboztethe-
tetlenekké valnak. Példaul ezek a gyongysorok mind ugyanolyan lanccd kapcsolhatok
0ssze:

00000
00000

oo
G500
500000 @’
56000

Ezek a sorok ugyanis mind Iétrejohetnének a lancbol, ha azt mas-mas helyen nyitnank
szét. Eppen 5 helyen lehet szétnyitni: az 6t gyongyszem barmelyike utdn. Egy masik
lancbol — ahol tehat nem mindegyik gyongyszemnek ugyanazok a szomszédai, mint
ezen az elébb megalkotott lancon — ismét 5 kiilonb6z6 gydngysort kapnank, ha mas-
mas helyen nyitnank szét. Ezért 6t6d annyi lanc lesz, mint ahdny gyongysor volt, tehat
60 / 5 = 12-f¢le lanc flizhet6 az 5 gyongyszembol.

2. Ot gydngyszembdl hanyféle gydngysor fiizhetd, ha ezek koziil 3 piros, a mésik
kettd pedig: f és s?

Elkezdhetjiik ismét a gyongysorok felfiizését:

pppfs, pppsf, ppfps, ppfsp, ppspf, ppsfp,

psppf, pspfp, psfpp,

pfpps, pfpsp, pfspp,

fppps, fppsp, fpspp,

fsppp,

spppf, sppfp, spfpp,

sfppp,

Bar kovettik az els¢ feladatban megszabott rendet: addig nem valtoztatunk a
gyongysor elején, amig be tudjuk fejezni a flizést az el6zdéektdl kiillonb6zé moddon,
sokkal egyenetlenebbek a lehetéségeink. Egy sorba irtuk azokat a gyongysorokat, ame-
lyeknél az elsd két szemet nem valtoztattuk, és latjuk, hogy ilyenbdl egy esetben hat
sor van, némely esetben harom, és kétféle kezdésnél egy, egy. Ennek oka vildgos: ha az
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elsé két gyongyszem utan harom kiilonb6z6 marad, ezeket hatféle sorrendben flizhet-
jik. Ha két azonos szinii és egy t6liik kiilonb6z6 az utolsdé harom szem, akkor ezeknek
mar csak 3 kiilonféle sorrendje lehetséges. Ha pedig mindharom gyongyszem azonos
szinii, akkor csak egyetlen sorrend van.

Mégis kényelmetlenné teszi az esetek atlatasat a lehetdségek szdmanak ez a ,,sza-
balytalansaga”.

Gondolkodjunk most masképpen.

Amikor mind az 6t gyongy szine kiilonb6zd volt, akkor 120-féle sorrendben allhat-
tak egymas utan. Maguk a gyongyszemek most is allhatnak 120-féle sorrendben, csak
éppen nem tudjuk megkiilonboztetni a pirosakat egymastol. Példaul ha haromféle jelet
adnank a pirosaknak, akkor ez jol lathatéva valna: pl. az egyiket vastag betlivel, a ma-
sikat naggyal, a harmadikat kicsi aldhuzott betiivel jeloljiik

pPpfs
ppPfs
Pppfs

Most nézziik meg azt, hogy az 5 megkiilonboztetett szembdl allo gyongysorok koziil
melyek valnak megkiilonboztethetetlenekké. Azok, amelyekben a harom piros cserél
helyet. Barhol &ll a harom piros, amig valahogyan megkiilonboztetjiik a szemeket,
egymas kozott mindig 6-féle sorrendet alkothatnak. Példaul a fenti harom eset mind-
egyikében az elsd, masodik €s harmadik helyen all a piros, s bar maguk kozott helyet
csereltek, jelzés nélkiil ugyanolyan gyongysornak latjuk dket. Ezeken kiviil 1s van még
3 sorrendje a harom pirosnak:

Pppfs
ppPfs
, pPpfs
Igy tehat ebbdl a 6 gydngysorbol most egyetlen eset lesz: eldl a 3 p, aztan a f, végiil
as.

Ha nem az elsé harom helyre fiizziik a harom pirosat, hanem pl. az 1., 3. és 4. hely-
re, akkor is egymashoz képest 6 féle sorrendben kdvetkezhetnek:

Ppf

»w v n n n
oo T o

P f
p f
p f
P f

oMo UWTUo o

s Ppf
Ez a hat eset ismét egyetlen sorrendnek fog latszani, amikor nem jeloljiilk meg az

azonos szinueket.

Hasonloan végiggondolhatjuk, hogy minden olyan hat-hat eset most egyetlen esetté
zsugorodik, amelyben a s és f nem hagyja el a helyét, csak a pirosak sorrendje valtozik.
3 gyongyszem egymashoz képest 3! = 6 féle sorrendben allhat, ezért a fenti 120 sor-
rendbdl 120 / 6 = 20 sorrend lesz.
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3. Ha csak 2 piros gyongyszem van, a masik harom pedig f, s, k,

akkor 2-2 gyongysor valik a 120-bol megkiilonboztethetetlenné: azok, amelyekben a
masik harom gyongyszem a helyén marad, és csak a két piros cserélddik. A lehetséges
sorrendek szama: 120/2

4. Ha 2 piros, 2 z0ld és 1 sarga gyongyszem van,

akkor mikozben a 2 piros és a sarga a helyén marad, a 2 z6ld 2-féle sorrendben helyez-
kedhet el egymashoz képest, aztan ha a 2 pirost megcseréljiik €és a sarga szintén ugyan-
ott marad, a 2 z6ld ismét kétféle sorrendben allhat. Ezt a 2-szer 2 esetet nem tudjuk
megkiilonbdztetni. igy a 120 sorrendbél 120 / 4 = 30 kiilénboz6 sorrend lesz.

Jegyezziik meg, hogy a 2., 3. és 4. feladatban ismét megfelezodik az esetek szama, ha
azt is figyelembe vessziik, hogy kézbe véve egy-egy gyongysort, ezt és a forditott sor-
rendet nem lehet megkiilonboztetni. Ha pedig korlancot kotiink a gyongysorokbol, ak-
kor 5-5 gyongysor lesz megkiilonbéztethetetlen, igy otod annyi lanc lesz fiizhetd, mint a
kézbe veheto gyongysorok szama.

5. Hanyféle gyongysor készithetd 7 kiilonb6zd szembdl, 3 piros és 4 tdle €s egymas-
tol is kiillonbozo szinlibol, 4 sarga és 3 téle €s egymastol is kiillonbozé sziniibol, 3 pi-
rosbol, 3 sargabdl és 1 z61dbol?

Feladat: Dolgozza ki az 5. feladat problémait!

6. Egy dobozban 5 golyé van: egy-egy piros, sarga, kék, fehér és zold. Belenylunk
csukott szemmel, ¢€s egyszerre Kivesziink koziiliik harmat. Mi lehet a keziinkben?
Hényféle eset lehetséges?

Feladat: Probadlja megbecsiilni elore, hanyféle lehetéség van! A becslés utan gyiijtse
ossze a lehetéségeket! Tartson valamilyen rendet az esetek felsoroldsaban! (Esetleg
utolag alakitson ki rendet, ha mar ugy gondolja, hogy megtaldlta az osszest!)

A tapasztalatszerzést jelentd Osszeiras és rendezés utan ismét alkossunk egy 0j 6Sz-
szeszamlalasi modszert.

Ha egymas utan huznank ki a golyékat, akkor viszonylag konnyen atlatnank a le-
hetdségeinket. Els6ként még barmelyik golyé a keziinkbe keriilhet, ez 5-féle lehe-
toség. Amikor egy mar a keziinkben van, akkor a masodikat csak 4 koziil hazzuk:

Els¢ S Kk f Z
Maso- s kfz pkfz psfz pskz pskf

dik
Az elso két huzas tehat 5 - 4 = 20 féle lehet.

A harmadik golyo a maradék harom egyike lehet, ez megharomszorozza a leheté-
ségeket. Egyenként huzva, a sorrendet is lényegesnek tartva S - 4 - 3 = 60 félekép-
pen huzhatunk az S goly6 koziil harmat.
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Minthogy azonban feladatunkban egyszerre markoljuk ki a harom golyot, koz-
tilk nem allapitunk meg semmiféle sorrendet. Barmelyik harom Keriilt a keziinkbe,
ezeket egymas utan huzva 1 - 2 - 3 = 6 féle sorrendben vehetnénk. Ez pedig azt je-
lenti, hogy hatszor annyi lehetéségiink van, amikor fontosnak tartjuk a golyok sorrend-
jét is, mint amikor egyszerre htizzuk a harom golyot. Masképpen fogalmazva: felada-
tunk feltétele szerint hatod annyi a lehetoségiink, mint az egyesével, egymas utan
valé huzasban.

Osszefogva a szamoldsunkat a lehetéségek szama:

1-2-3

7. Vajon 4 golyot tobbféleképpen lehet kivenni egyszerre az 6t koziil, vagy keve-
sebb-féleképpen? Hat kettét? Egyet? Otot?

Feladat: Végezzen eloszor becslést, és csak aztan kezdjen hozza a rendszerezett at-
gondolashoz!

Legkonnyebben arra valaszolhatunk, hogy 5 koziil otot egyféleképpen vehetiink
kézbe: ugy, hogy kimarkoljuk mind, éppen ezt az 6t golyot.

Azt is konnyli eldonteni, hogy egyet otféleképpen vehetiink: gy, hogy a piros lesz
a kezilinkben, ugy, hogy a sarga, tigy, hogy a kék, a fehér illetve a z6ld lesz egyediil a
keziinkben.

Jatsszuk le most ugy a huzdsokat, hogy egyszerre ketten huznak: az A résztvevd
egyet, a B pedig 4-et vehet a kezébe! Amikor A a kezébe veszi a piros golyot, akkor B
vegye Ki a tobbit: a sarga, fehér, kék és zold golyot. Ha B kivalaszt valamilyen négyest,
akkor A elégedjen meg a dobozban hagyott eggyel. B-nek konnyebb 0sszegyiijtenic a
lehetéségeket ugy, ha azt figyeli, mit hliz A, azaz melyik golyot hagyta bent a doboz-
ban. Ha a kihuzas helyett arr6l gondolkodnank, hogy hanyféleképpen lehet az 5 golyot
1 + 4-re szétvalasztani, még jobban éreznénk, hogy annyiféleképpen lehet 4-et Kiva-
lasztani, ahanyféleképpen 1-et.

Alkalmazhatjuk a 6. feladatban kévetett gondolkodasmodot:

Amikor sorban, egyenként huzunk, akkor az els6t 5-féleképpen valaszthatjuk
meg, hozza a masodikat 4-féleképpen, a harmadikat 3-, a negyediket 2-féleképpen. Ez
tehat 5 - 4 - 3 - 2 =120 féle lehetdség. Barmelyik 4 golyd 1 - 2 - 3 - 4 féle sorrendben
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keriilhetett a kezlinkbe, tehat egyszerre hizva minden olyan 24 esetbél egyetlen eset
lesz, amelyben csak a kihtizas sorrendje volt Kkiilonbozé. Igy az esetek szama:
5-4-3-2
1-2-3-4

ami — elvégezve a lehetséges egyszeriisitéseket — jol lathatdan 5.

Két golyot ugyanannyiféleképpen lehet kihizni, mint harmat, hiszen ez a gon-
dolat ismét helyettesithet6 az 5-nek a 2 + 3-ra vald szétvalasztasaval.

Ha sorban hiizunk kett6t, akkor 5 - 4 féle lehetdségiink van. Koziiliik azonban azok
a huzasok ugyanahhoz az esethez vezetnek, amelyekben ugyanazt a két golyot csak
forditott sorrendben vettiik a keziinkbe. Az esetek szama:

5:4 _qp
1-2

4. Feladatmegoldasok a kiadott feladatsorbdl valogatva

a) Példak kiilonbozo elemek sorba-rendezéseire (ismétlés nélkiili permutaciok, ismétlé-

ses ¢s ismétlés nélkiili variaciok); egy-egy adat rendszeres valtoztatasa:

e Permutacioknal az elemek szamanak valtozasa; altalanositas n darabra;

e Ismétlés nélkili varidcidknal adott szadmu elembdl kivalasztott sorozat-hosszak
valtozasa: 4 elembdl 4, 3, 2, (1) hosszisagu sorozatok készitése; 5 elembdl 5, 4,
3, 2, (1) hosszlsagu sorozatok;

e Ismétléses variacioknal adott szamu elembdl kivalaszthaté sorozatok hosszanak
valtozasa: 2 elembdl 1, 2, 3, 4, 5, 6, ... n hosszisagu sorozatok, 3 elembdl 1, 2, 3,
4,5, 6, ... n hosszusagu sorozatok, 4 elembdl 1, 2, 3, 4, 5, 6, ... n hosszusagl so-
rozatok

Permutacio

3 Kiilonbo6z6 elem egy sorozatat a 3 elem permutaciojanak nevezik. (Pl. az a, b, c
két permutaciodja: abc, és bac.) A kombinatorika egyik kérdése, hogy 3, 2, 4, 5, ... n
kiilonboz6 elemnek hanyféle sorozatat lehet elkésziteni, azaz hogy mennyi a 3, 2, 4, 5,
... N Kkiillonb6zo6 elem permutacidinak a szama.

Példainkat altalanositva elmondhatjuk, hogy

2 kiilonbz6 elem permutacidinak szama: 21=1-2=2

3 kiilénbozo elem permutécidinak szdma: 31=1-2-3=6

4 kiilonbdz06 elem permutacidinak szama: 41=1-2-3-4=24

5 kiilonb6z6 elem permutacidinak szdma: 5!1=1-2-3-4-5=120
n kiillonb6z6 elem permutacidinak szama: n=1-2-3-4-5-..-n
Jelekkel: Pn=n!

Minthogy az elemek kiilonboznek egymastol, egy-egy sorozatban nem ismétlodhet
ugyanaz az elem, ezért ezeket az eseteket ismétlés nélkiili permutacioknak nevezziik.
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A harmadik fejezetben foglalkoztunk olyan permutaciokkal is, ahol a sorozatban
szerepld elemek nem mind kiilonboznek, illetve nem mind kiilonboztethetok meg.
Ezeket a sorozatokat ismétléses permutacioknak nevezziik.

Feladat: Gyiijtse ossze az eddig megoldott feladatok koziil azokat, amelyek valahany
elem ismétléses vagy ismétlés nélkiili permutacioinak szamat kérdezte! Probaljon
ujabb ,, beoltoztetéseket is kigondolni!”

Variacio

Amikor 7 gyerek futéversenyt rendez, akkor eléfordul, hogy csak az elsé6 harom
beérkez6 nevét jegyzik. Példankban ismét sorozatokat hozunk létre, de nem feltétlentil
az 0sszes elembdl, hanem meghatarozott hosszu sorozatot alkotunk. A 7 elembdél

alkothaté egy ilyen 3-as hosszisagu sorozat neve: 7 elem harmadosztalyu variaci-
6ja. Példaul ha a futoverseny résztvevoi A, B, C, D, E, F, és G, akkor e hét elem har-

Kérdezhetjlik, hogy az elsé harom helyezés szempontjabol hanyféle lehet a beérke-
z¢s sorrendje, azaz 7 elembdl hanyféle 3-as hossziusagl sorozat készithet6? A kérdést
igy is fogalmazzék: mennyi a 7 elem harmadosztalya variacidinak a szama.

A valasz: 7 - 6 - 5 =210. (Hiszen elsének érkezhet barmelyikiik; akarmelyik gyerek
az elsd, mindig 6 masik koziil keriil ki a masodik, s ha az elsé kettd beérkez6 nevét mar
feljegyeztiik, 5 gyerek koziil keriilhet ki a harmadik.)

A faktorialis jelolésére bevezették azt az irasmoédot, hogyaz 1 -2 -3 -4 - ... - n
szorzatnak csak az utolso tényezdjét irjuk le, s utana ,,!” jelet irunk, ennek felhasznala-
saval lerovidithetjiik a fenti alakot. PI.
~1:2:3:4-5-6-7_ 1!

T 1:2:3:4- 4

7-6-5

A jelolés ligyességét jobban latjuk, ha pl. nem 7, hanem 20 elembdl valaszthatjuk a
sorozatok elemeit, s a sorozat hossza sem 3, hanem pl. 8. Most egy 8 tényezds szorza-

tot irunk le ilyen egyszeru tort-alakban:

20!
20-19-18-17-16-15-14-13=12|
Természetesen még indokoltabb ez az irasmdd altalanos esetben: ha n elem felhaszna-

lasdval k hosszsagl sorozatokat készitlink, és ezek szdmat akarjuk kifejezni. Az n

.....

Vnk - n!
(n-kK)!

Példank értelmezi, hogy ezekben az esetekben ugyanaz az elem nem szerepelhet t6bb-
szOr egy sorozatban, ezért ezeket az eseteket ismétlés nélkiili variacioknak nevezziik.

A fenti 7 gyerek kiirhat példaul 3 fordulos futéversenyt is. Most csak az elsd helyezé-
seket szeretnénk jegyezni. Mondjuk, fontos lehet az is, hogy ki nyeri az elsd versenyt,
ki a mésodikat, ki a harmadikat, s nemcsak az fontos, hogy ki hanyszor lesz nyertes.
Hanyféle eredménye lehet ennek a versenynek?
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Ujra 7 elembél alkotunk 3 tagi sorozatokat —, azaz variaciokrél van sz6. Csak-
hogy most eléfordulhat, hogy ugyanaz a név kétszer vagy akar haromszor szerepel
egy sorozatban, mert két vagy harom esetben is ugyanaz a nyertes. Az ilyen sorozatot
nak — nevezziik.

Mennyi a 7 elem harmadosztalyu ismétléses variacidinak a szama?

Els6 alkalommal barki lehet elsd: ez 7 lehetoség. Masodik alkalommal szintén 7-féle
lehetdség van arra, hogy ki a nyertes, fiiggetleniil att6l, hogy kinek a nevét jegyeztiik
fel els6 alkalommal. Hasonléan a harmadik alkalommal is. Osszesen tehat 7 - 7 - 7,
azaz 7° a lehet8ségek szdma.

Feladat: Gondolja végig, hanyféle lehetéség van akkor, ha a 7 gyerek 4 fordulos ha-
sonlo versenyt ir ki, és mennyi a lehetoségek szama, ha csak 2 forduldt rendeznek!

Gondolja végig a 2, 3, 4 fordulds versenyt akkor, ha csak 2 gyerek verseng egymadssal,
ha harman vannak, vagy ha négyen vannak!

Az n elem k-ad osztalyu ismétléses variaciéinak szama:
Vnk ism. — Kk

Figyeljiink fel arra, hogy az ,,ismétléses permutaciok”™ és az ,,ismétléses variaciok” ese-
teiben mast jelent az ,,ismétléses” kifejezés!

A permutaciokban ,,ismétléses” esetben a készlet elemei kozott vannak azonosak,
megkiilonboztethetetlenek, s igy alkotjuk az dsszes elem sorozatait.

A variaciok esetén csupa kiilonb6z6 elem szerepel a készletben, de a sorozat elemeli-
ként mindegyiket felhaszndlhatjuk egymads utan tobb helyen, akar a sorozat mindegyik
tagjaként is.

Ez utobbi eset fordul eld, amikor nem targyakbol, hanem fogalmakbol, jelekbdl alko-
tunk sorozatokat, hacsak nincs olyan kikotés, amely szerint egy sorozatba csak kiilon-
boz6 elemeket tehetiink. (Pl. ha adott betlikbdl készitlink monogramokat, nincs okunk
azt gondolni, hogy a csaladnév és a keresztnév csak kiilonb6z6 betiikkel kezdddhet. Ha
azonban csupa kiilonboz6 betiikartyat adunk a gyerekek kezébe, s ezek egymas mellé
allitasaval kell kirakniuk a monogramokat, akkor ismétlés nélkiilivé valik a varidcios
feladat. Hasonloan kiilonbozik a két feladat, amikor szamjegyekbdl és amikor szam-
jegy-kartyak kirakasaval kell képezni 2-, 3- ... jegyli szamot.)

Feladat: Gyiijtse dssze a mdr megoldott feladatok koziil azokat, amelyekben a varidci-
Ok szamat kerestiik, és kiilonboztesse meg az ismétléses és ismétlés nélkiili eseteket!

b) Példak (elemi bejarassal) kivalasztasok szaméanak megéllapitasara, mikozben a
,.készlet” valtozatlan, a kivalasztott elemek szama valtozik.

(Példaul korvonal 8 (7 vagy 6) pontjahoz illesztve szakaszok, hdromszogek, négyszo-
gek, Otszogek, hatszog(ek)... rajzolasa; a fenti alakzatok szamanak keresése.)

22




5. Feladatmegoldasok: két adat rendszeres valtoztatasa; az esetek szamanak tab-
lazatba rendezése, a benne felismerheto6 osszefiiggések magyarazatanak keresése.

Kombinacidok

1. Vizsgaljuk a korvonal jelolt pontjaira rajzolhato szakaszok, haromszogek,
négyszogek ... szamat!

Legyen eldszor 2 pont a koron! A két pontra egyetlen szakasz illeszthetd:

Héaromszog, négyszog, 6tszog ... nem rajzolhaté ra tgy, hogy a csu-
csok a jelolt pontokra keriiljenek.

Hérom pont mar 3 szakaszt hataroz meg, ¢és egy haromszoget:

DO0O @

Négy pontra 6 szakaszt rajzolhatunk, a 4 pont koziil hatféle part valaszthatunk:

ORI

4 haromszoget

@@@@ ¢s 1 négyszoget: @

Ot pontra 10 szakasz illesztheté — hiszen mindegyik pont 8sszekdtheté masik négy-
gyel, s igy minden Osszekotést kétszer vesziink figyelembe. Ha arra a harom pontra
illesztiink egy-egy haromszoget, amely a szakasz rajzolasabol kimarad, akkor megraj-
zoljuk az 0sszes lehetséges haromszoget is:

BUSN P
N

A héaromszogek szdmanak meghatarozasahoz kovethetjiik azt a gondolatmenetet is,
hogy eldbb az 5 elem 3-ad osztalya ismétlés nélkiili varidcioit szamoljuk Ossze, (azt,
hogy hanyféleképpen tudunk 3 pontot kivalasztani sorrendben az 6t koziil), s aztan
eggyé-eggyé fogjuk Ossze azokat a sorozatokat, amelyekben ugyanazok a pontok sze-
repelnek (azaz, amelyek csak a sorrendben térnek el egymastol). Az 5 elem harmadosz-
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inek szama pedig 1 - 2 - 3. A haromszdgek szama:

5-4-3 _
1:2-3

A négyszogek szama annyi lesz, ahanyféleképpen kihagyhatunk az 5 pont kozil
egyet, tehat 5:

Yeoag

¢s persze egyetlen 0tszog illeszthetd az 6t pontra:

10

Foglaljuk tablazatba az eddig atgondolt adatokat!

o~ a4 @ @@ O
8
0
0
0

1

AL OO
O:0: 00O

0
1
3
6

OB iWiN

O1: P, :O0: 0 ;0O
R O OO0
O:0O:0: 00O

10 10 0

Felejtsiik el egy pillanatra, hogy mirdl szélnak ezek a szamok! Hogyan folytathatnank
maganak a tablazatnak a kitoltését? Milyen Osszefiiggést lehet felismerni benne? Fel-
ismerhetjiik, hogy barmely szam annak a két szdmnak az 6sszege, amelyik pontosan
folotte all és attol balra. 3 =1+2;4=1+3; 10 =4 + 6 stb.) Ha ezt a szabalyt kdvet-
jiik, akkor igy folytatodik a tablazat:

6 15 20 15 6
7 21 35 35 21 7 1
8 28 56 70 56 28 8 1

A téblazatban felismert Osszefliggés kovetkezik-e a vizsgalt problémabol? Példaul
igaz-e, hogy a korvonal 7 pontjara annyi 6tszog rajzolhatd, ahany 6tszog €és ahany
négyszog a 6 pontra?

Vilasszuk meg azt a pillanatot, amikor éppen felrajzoljuk a korvonalra a hetedik
pontot. Miel6tt felrajzoltuk volna, a 6 pontra raillesztettiink 6 6tszoget és 15 négyszo-

get (ha addig ,,igazak™ a tablazatunk adatai). Nézziikk meg, hogy amikor felvessziik a
hetedik pontot is, miféle 6tszogek illeszkedhetnek a hét pontra. Eldszor is az &sszes
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Otszog szerepelni fog most is, amit mar a 6 pontra megrajzoltunk. Ezek azok, amelyek-
nek nem cstcsa a hetedik pont. Azok az 6tszogek pedig, amelyeknek csucsa lesz ez a
hetedik, a régi hatbol 4 pontot fognak tartalmazni. Tehat ahanyféle négyszog volt a 6
ponton, annyi olyan 6tszog lesz a hét ponton, amelynek a hetedik pont is csucsa. Ez a
gondolatmenet barmely szdm szarmaztatasat magyarazza, tehat elfogadhatjuk az ilyen
szaballyal képzett tablazatot a fenti probléma megoldasaként.

Ha két ,,apr6” mozzanattal kiegészitjiik a gondolkodasunkat, sz&€p szimmetrikus
szampiramist kapunk. Az egyik mozzanat az, hogy a szakaszok, haromszogek... rendjét
balra még kiegészithetjiik az elsé oszlop szamaival, ha atfogalmazzuk a kérdést.
Ugyanis a szakasz 2 pont kivalasztasat, a haromszog 3 pont kivalasztasat... jelenti,
visszafelé 1épve kérdezhetjiik, hogy hanyféleképpen valaszthatunk ki 1 pontot az 1, 2,
3, ... pontbdl. A masik (matematikai szempontbodl indokolt, de talan kevésbé természe-
tes) kiterjesztés: azt is felvethetjiik, hogy 1, 2, 3... pontb6l hanyféleképpen valasztha-
tunk ki O pontot. A vélasz az, hogy éppen 1 féleképpen: gy, hogy nem valasztunk
egyet sem. Igy a tablazat még egy, csupa 1-esbdl allé oszloppal béviil:

1

1:1

12

1 3 1

1 4

15 10 10

1.6 15 20 15

1.7 21 35 35 21

1 8 28 5 70 5 :28: 8 |1

A tablazat szimmetridja ugy valik nyilvanvaldva, ha kicsit eltoljuk, és szimmetrikus
haromszog alakban rendezziik el a szdmokat:

1.8 28 5 ;70 5 28: 8 1

Ennek a szamtablazatnak a neve: Pascal-haromszog.
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Feladat: Készitse el onadlloan a Pascal-haromszoget, és folytassa legalabb 5 sorral!
Olvasson le kiilonféle szabdlyossagokat a tablazatrol, keressen sokféle osszefiiggest
soronkent, ferde oszloponkent...!

Kombinacio

Gondoljuk meg most a tobbi esettdl fliggetleniil, hogy hanyféleképpen valasztha-
tunk ki 7 elem kéziil 6t6t egyszerre, azaz nem sorbarendezve Sket. Ugy is fogalmaz-
hatjuk a kérdést, hogy egy 7 elemii halmaznak hany 5 elemii részhalmaza van. Egy
ilyen részhalmaz a 7 elem 6tod osztalyu kombinacidja; tehat a kérdés masképpen
ez: hét elemnek hany 6t6d osztalyt kombinacidja van.

Ha sorban, egymas utan valasztanank, akkor 5-6s hosszusagu sorozatokat alkot-

.....

5 elemil halmazok kivalasztasanak szama:
C75 =

7-6-5-
1-2-3-

& [

-3
-5
Az ismert faktorialis-jeloléssel:

7!
5 f°
Cr (7-5)! - 5!

Azt a tortet, amelynek a szamlalojaban az n szamtol kezddédden k darab egyesével
csokkend szam szorzata all, a nevezdjében pedig k!, azaz szintén k darab, 1-tdél egye-
sével novekvo szam szorzata, gy olvassuk: ,,n alatt a k™, €s igy jeloljiik:

n I
(k)’ (amelynek értéke szamithato igy is: m

Tehat a G) = Z g g j 2 Egyszeriisitve ez :ﬁ :(;)

(@)

sy

elembdl ugyanannyiféle k elemii részhalmaz valaszthat6 ki, mint n — k elemd.

Ha n elembdl k elemszdmu részhalmazt valasztunk, ez az n elem k-ad osztaly
kombinacidja. Az n elem k-ad osztalyu kombinacidéinak szama az n elem k-ad oszta-
Iyt variaciok szdmanak 1/k!-szorosa:

e (M) = —nt v
"7k (n—k)! - k! k!

2. Egy pénzérmével 10-szer dobunk. Egy szamegyenes 0 pontjarol indulva
jobbra lépiink, ha az érmén ,.fej” van feliil, és balra, ha ,,iras”. Mely szamokra
érkezhetiink a tiz dobas utan? Melyikre hanyféle modon?

A tiz dobas eredménye lehet pl.: FITIIFFIFI, vagyFFFFIIFIFF ...

Az elObbi esetben Gsszesen 4 1€pést tesziink jobbra és 6-ot balra, tehat a “2-re érke-
ziink. Ugyanide jutnank akkor is, ha az els6 hat dobés lenne I és az utolsé négy F, vagy
ha barmilyen mas sorrendben kovetkezne be a 4 F és 6 1. A masik esetben 7-szer kell
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jobbra 1épni és 3-szor balra, tehat a 4-esre jutunk. Ugyanide érkeziink minden olyan
esetben, amikor a tiz dobas 7 F és 3 1.

Minthogy a F és az I ellentétes iranyu 1épést jelent, a két szam kiilonbsége: az F-ek
szama minusz az I-k szama adja meg a 1épéssorozatok végét. Két paros szam kiilonb-
sége is paros, két paratlané is paros, ezért csak a paros szamokra érkezhetiink ~10-t61
10-ig.

~10-re érkeziink, ha minden dobés I, 10-re, ha mind F. Ezek csak egyféleképpen ko-
vetkezhetnek be.

Hényféle lehetdsége van pl. a 4-re jutdsnak? Annyi, ahanyféleképpen sorba rendez-
hetiink 7 egyforma és 3 egyforma, de az el6z6ktdl kiilonbozé betiit. Ez ismétléses per-
mutacié — mondhatjuk: 10 elem sorozatainak szama, amelyben 7 egyforma ¢és 3 egy-
forma elem van:

7! - 3! (1:2:3:4-5-6-7)-(1-2-3)
Masképpen is gondolkodhatunk. A kérdést az jelenti, hogy a dobasok tiz sorszama ko-
zll hanyféleképpen valaszthatd ki az a 3, ahdnyadik dobds utan I-re esett az érme.
Vagy: hanyféleképpen valaszthaté meg az a 7 sorszam, ahanyadik dobas F. Ez a fo-
galmazds pedig kombinacidként értelmezi a problémat: 10 elem harmad osztalyt kom-
binacidinak, illetve 10 elem heted osztalyu kombinéacidinak szamat keressiik. A valasz
természetesen ugyanaz, mint az elébb:

- (9
3 7
Feladat: Hatdarozza meg, hanyféleképpen érkezhet a tobbi helyre! Dolgozzon mind-

ket féle gondolatmenettel; némelyik esetet az egyik, némelyiket a masik szerint gondol-
ja végig!

3. Hanyféleképpen lehet kitolteni az 6tos lottot? Hanyféleképpen a hatos lottot?

4. Készitsen lottoszelvényt 9 szammal! Hanyféle kitoltés lehetséges, ha 2 szamot
huznak? Hanyféle akkor, ha 3, 4, 5 vagy ha 6 szamot huznak?

5. Egy 32 lapos magyar kartyabol osztottak 4 lapot. (A kartydban 8 ,,piros”, 8
,»makk”, 8 ,tok” és 8 ,,z6ld” lap van, mindegyikbdl 4 szamozott lap: VII, VIII, IX, X,
¢s 4 figura: also, felso, kiraly, asz.)

a) Hanyféle Kiosztas lehet, amelyben mindegyik lap piros?

b) Hanyféle kiosztas lehet, amelyben van piros lap?

c) Hanyféle kiosztas lehet, amelyben van figura?

Keressen a megoldott feladatok kozott, a feladatgyiijteményben (és masutt) olyan fel-
adatokat, amelyeket lehet kombinacioként értelmezni! Oldja meg! Gondolja el, hogy
masféle értelmezése is lehetséges-e, s fogalmazza at ugy a kérdést!
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KOMBINATORIKUS FELADATOK

1. Irja le az 6sszes olyan haromjegyii szamot, amelyben csak paros szamjegyek van-
nak, 500-nal nagyobb és 4-gyel oszthato!

Rendezze el 6ket a) fadiagramon;
b) tdblazatosan!
2. Egészitse ki a tablazatot!

Fogalmazza meg a feltételt, amely alapjan a szamok késziilhettek!

222 | 522
525
652
655
256
562
666

Készitsen mas tablazatot és fa-diagramot a feladathoz!

3. Rajzolja le a fa-diagramot, és egészitse ki a szamok felsorolasat, elrendezését!

300 330 360 365 395 s00 Q00 s

frja le a feladatot, amelynek ez megoldésa!

Készitsen tablazatot és mas fa-diagramot ugyanezekhez a szdmokhoz!

4. Gyongyfizések
a) Hanyféle gyongysor flizhetd 7 kiilonb6z0 szinli gyongyszembdl?

b) Hanyféle akkor, ha a 7 gyongyszem kozott 3 piros és egy-egy fehér, kék, zold és
sarga van?

c) Hanyféle akkor, ha 3 piros, 2 kék €s 2 sarga van koztiik?
d) Hanyféle készithetd 3 piros, 3 sarga és 1 kék gyongyszembdl?

(Keszitse el a gyongysorokat - szinnel, vagy kezddbetlivel jelolve a szemeket, - az-
tan hasonlitsa 0ssze a kiilonféle feltételek szerinti lehetdségeket!)
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5. Hanyféle lesz a gyongysorok szama, ha korbefuthatnak a szélon a gyongyszemek?
(L. az el6bbi feladatok mindegyikét.)

6. Négy szam - sok osszeadas, kivonas
Itt van négy szam: 9 4 7 13

a) Készitsen veliik kéttagu Osszeadasokat! (Pl.: 9+4, 4+9, 9+9, 9+7,...)
Hanyféle 6sszeadas készithetd beldliik?

b) Harom-harom szamot adjon 6ssze! (Pl: 9+4+7, 4+4+7, 7+7+7, 7+4+9, ...)
Hanyféle 6sszeadas készithetd?

Es ha a tagok sorrendje sehol sem lehet csokkend (azaz fenti példankban csak a
4+4+7 és a 7+7+7 megfeleld)?

c) Négy-négy szammal is irjon 6sszeadasokat!
Hényféle 6sszeadas irhato, ha a tagok tetszéleges sorrendje megengedett?

Es ha mindig a legkonnyebben elvégezhetd sorrendii 6sszeadast jeloli ki a kiva-
lasztott tagokkal?

d) Gyljtse Ossze a lehetséges kivonasokat! (Kisebb szambol ne vegyen el nagyob-
bat!)

e) Osszeadas, kivonas vegyesen: (Harom szam, egy 6sszeadas és egy kivonas.
Pl: 9+9-4, 9+9-9, 9+13-7, 13-7+9, ...)

Hany feladat készithetd?
f) Készitsen feladatsort, amelyben nemcsak a szdmolasi készség fejlodik, hanem

valamilyen fontos Osszefiiggés megértése is kialakulhat! (Melyik az az 6sszefiig-
gés?)

7. Oldja meg a 4. osztalyos tankonyv 91. old. 10. feladatat! Vesse dssze a 7. feladattal!

10. Gyakorold az 6sszeadast, kivonast fejben 00-ra végz6dd négyjegy
szamokkal!

a) Ezzel a négy szammal dolgozz:
3600, 1800, 2500, 2700

(1) Hanyféle kéttagu 6sszeadast tudsz irni veliik?

(2) Hanyféle haromtagu 6sszeadast tudsz irni veliik?

(3) Szamitsd ki a négy szam Gsszegét tobbféle sorrendben!

(4) Szamitsd ki az Osszes kivonast, amit a négy szammal
felirhatsz, ha nem veszel el kisebb szambdl nagyobbat!

8. Zoltannak magyarbol, matematikabol, kornyezetismeretbdl, énekbdl, testnevelésbol
¢s rajzbol egész évben csak négyesei és Gtosei voltak.

Hogyan alakulhat a bizonyitvanyaban a hat targy osztalyzata? (Készitsen réla tabla-
zatot!)
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9. Hany totdszelvényt kellene kitolteni kiillonbdzOképpen, hogy biztosan legyen telita-
lalatos szelvény koztiik?

*Ha az Osszes lehetséges kitoltést elkészitenénk, hany szelvényen lenne 13 taléla-
tunk? Hany szelvényen lenne 127

10. Héany lapbol all az a logikai készlet, amelynek lapjain haz, fa, virdg és nap lehet
piros vagy kék alapszinen? (A lapokat ugy lehet jellemezni, hogy van-e rajta haz,
vagy nincs, van-e rajta fa, vagy nincs, van-e rajta virag, nap, vagy nincs.)

Készitse el a készletet! Tervezzen meg vele egy jatekot!

11. Hény telefon-eldfizetd lehetett Budapesten, amikor at kellett térni a 7-jegyti tele-
fonszamokra?

Mekkora szamnal kell majd attérni a 8-jegyli telefonszamokra?

12. Mennyivel tobb autonak lehet rendszdmtablat kiadni az 0j rendszer szerint, mint a
régi szerint? (Régebben két betli €s egy négyjegyll szdm, most harom betli és egy ha-
romjegyll szam all a rendszamtablan.)

Mennyivel emelhették volna a lehetdségek szamat, ha a betliparos mellett 5 szamje-
gyl szam allna?
Es ha a 4-jegy(i szam elé harom betii keriilt volna?

Hogyan lehetett volna l1ényegesen novelni a lehetdségek szamat, ha a betii- és szam-
jegyek szamat (a 6-ot) meg kell tartani?

13. frja le az 6sszes négyjegyli szamot, amelyet a szamkartyak valami-
lyen sorrendezésével lehet eldallitani! A leirasuk el6tt gondolja ki, hogy mennyi lesz
az Osszes ilyen szdm 6sszege!

14. Hanyféleképpen szényegezhetdk a szinesrudak?

(Keét kirakast megkiilonboztetiink akkor is, ha ugyanazokbol a rudakbol allnak
ugyan, de mas sorrendben.)

15. Hany olyan szdm van, amelyben nincs 0-s szamjegy és a szadmjegyeinek dsszege 67

Hogyan alakul a lehetdségek szama, ha a szamjegyek osszege 1, 2, 3, 4, 5, (6), 7, 8,
9, 10, ..., n?

Igazolja 4ltalanositasat! (Készitsen tdblazatot, amelyben kiilon veszi szdmba az egy-
jegyteket, kiilon a kétjegytieket, ...)

16. Hanyféleképpen olvashat6 ki a ,,gyémantok” sz6 a tdblazatbol, ha csak szomszédos
mezOre szabad 1épni (jobbra és lefelé)?

a|G|Y|E|M|A|N b) G|Y|E|M|A
Y| E|M|A|N|T Y|E|[M|A|N
E|M|A|N|T]|O E|{M|A|N|T
M|A|N|T|O|K M|A|N|T]|O
A|N|T|O|K
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17. Hanyféleképpen rakhatok ki a szinesrudak, ha egy-egy kirakasban nem szerepelhet
mas szin, mint fehér és rdézsaszin?

18. Az 5-éves Moni egyszerre mar 2-t is tud 1épni a 1épcsén. Hol egyet, hol kettdt 1ép.
Hanyféleképpen juthat fel a 1€épcsosor tetejére?

19.* Hanyféleképpen rakhatok ki a szinesrudak, ha egy-egy kirakasban csak fehér, ro-

zsaszin €s piros szerepelhet?
(M.:1, 2, 3, 5 9, 16, 28, 49, 86, ..)

20. A szamegyenesen egyesével ugral a Bolha. A 0-t6l indul, és 10 ugréassal szeretne a 6-
osra érni.
Hanyféleképpen teheti ezt meg?

21. Panka a Iépcsésor aljan észreveszi, hogy a 1épcso tetején, a 6. fokon van a labdaja.
Lép ol is, le is: 10 1épéssel ér fel a labdaért.
Hanyféleképpen tehette meg az utat?

22. Kata néni 0sszeirta karacsony eldtt, hogy miket akar vasarolni. Feljegyezte a kiva-
lasztott ajandékok arat is:

szandal 670 Ft tarsasjaték 1245 Ft
lemez 360 Ft bluz 950 Ft
konyv 180 Ft melegitd 1760 Ft
kesztyti 620 Ft sapka 380 Ft
edény 774 Ft toll 360 Ft
Megvett mar 2 (3, 4, ...) ajandékot.
Mennyit fizetett?

23. Tiz gyerek sakk-kormérkdzést szervez, visszavagoval.
Héany mérkdzés ez?

24. A baratok kézfogéssal koszontik egymast: mindenki mindenkivel kezet fog.
Hany kézfogas torténik egy taldlkozaskor?

25. Egy nagy korvonalon kijeldliink n pontot.
Hény szakasz huzhato ugy, hogy végpontjai a kijelolt pontok koziil vald legyen?
Hany haromszog rajzolhat6 Ggy, hogy csticsait a jelolt pontok koziil valasztjuk?
Hany négyszog, 6tszog, ... rajzolhato hasonld feltételekkel?

(Készitsen tablazatot a megvizsgalt esetekrdl! Keressen Osszefliggést a tdblazat
szamai kozott! Keressen magyarazatot a talalt 6sszefiiggésekre!)
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26. Ot jo barat egyiitt tolti a szombatot. Ketten pingpongoznak, harman tarsasjatékot
jatszanak.

Hany pingpong mérkozést kell beterveznilik, ha mindenki mindenkivel jatszik egy
meccset?

Hény tarsasjatékot jatszanak, ha mindenféle 6sszeallitasban szeretnének jatszani?

27. Hogyan alakulnak a fenti szdmok, ha hat barat tolti egylitt a szombatot? (Most is 2
gyerek pingpongozik egyszerre és 3 jatszik a tarsasjatékkal.)
Es ha négyen is részt vehetnek a tarsasjatékban egyszerre?

28. Dolgozzunk ki 9-es (6-os) lottoszelvényre ,,igazsagos” nyerési feltételeket, ha
a) 2 szdmot huznak b) 3 szdmot hiznak
¢) 4 szamot htiznak d) 5 szamot huznak!

29. Hany szelvényt kellene kitolteni, hogy biztosan 6tose legyen a lotton?

30. Egy autos kartyacsomagban 4 szin van (piros, sarga, zold, kék), harom fajta autd
(személy-, teher- és versenyauto), és mindegyikbdl van jobbra néz6 és balra nézo.

a) Hanyféleképpen lehet kivenni beldle 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 lapot?
b) Hanyféleképpen lehet kivenni 4 lapot, hogy mindegyik lap piros legyen?
c) Hanyféleképpen lehet kivenni 4 lapot, hogy mindegyik lapon személyauté legyen?
d) Hanyféleképpen lehet kivenni 4 lapot, hogy mindegyik lap balra néz6 legyen?
e) Hanyféleképpen lehet kivenni 4 lapot, hogy legyen koztiik sarga lap?
f) Tegyen fel maganak ijabb kérdéseket, és gondolja végig!
(Ha nehezek ezek a kérdések, készitsen elébb kisebb készletet, és abban préobaljon
tajékozddni!)
31. A piros és a sarga szogletes lapokkal dolgozzunk a logikai készletbol!

a) Vélasszon ki egy lapot! Gytijtse kiilon azokat, amelyek 1 tulajdonsagban kiilon-
boznek tdle, kiilon azokat, amelyek 2 tulajdonsagban térnek el tdle, kiilon a 3 és
kiilon a 4 tulajdonsagban eltéréket!

Melyik csoportban hany lap van?
Probalja ki mas lappal!

b) Hogyan alakulnak a szamok, ha megkettézziik a készletet: mindegyikhez készi-
tiink egy érdes feliiletli, egyébként azonos tulajdonsagu mésolatot?

c) Hogyan alakulnak a szdmok, ha a fenti készletnek csak a nem lyukas lapjaival
dolgozunk?

d) Keressen tovabbi kiterjesztést!)
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32. a) Hany szam épithetd fel szorzatként a kovetkezd primtényezokbdl? (Az egyetlen
szdmot most 1 tényezds szorzatnak nevezziik.)

2 2 2 3 5 5 11
Rendezze el a megépitett szamokat fa-diagramon!
Jellemezze az eldallitott szamokat k6z0s, meghatarozo tulajdonsagukkal!

b) Hany szam épithetd fel szorzatkeént, ha két 2-es, harom 3-as, egy 7-es és egy 17-
es koziil valogathatunk?

33. 100-as Iétszamu évfolyambdl 6t 20-as tanuldcsoportot szerveziink.
Héanyféleképpen lehetséges ez, ha a tanul6csoportok szamozasat
a) figyelembe vessziik?
b) nem vessziik figyelembe?

34. Hanyféleképpen lehet kirakni a szinesrudakat, ha egy-egy kirakashoz legfeljebb 3
darabot hasznalhatunk?

Keressen magyarazatot!

35. Hanyféle egész oldalhosszi 96 egység teriiletli téglalap van? Es 2160 egység terii-
leti?

(Miféle hosszusag- €s teriilet- egységvalasztas esetén igaz a megallapitasa?)
36. Hanyféle téglatest épithetd 360 kis fehér kockabol?

37. Hét szamkartyank van:

]I
5 [e][o][s][7]s][o][«
o LlLEE]EE

Hanyféleképpen lehet két haromjegyli szamot kirakni beldlik?
Melyik valasztasnal lesz a két szam Gsszege a legnagyobb?
Melyiknél lesz a két szam kiilonbsége a legnagyobb? A legkisebb?
Fogalmazzon meg tovabbi érdekes kérdéseket!

38. 4 piros, 2 sarga ¢és 1 zold golyd koziil hizunk ki harmat.
a) Hanyféle harmast huzhatunk, ha egyszerre vessziik ki 6ket?

b) Hanyféleképpen hiizhatunk, ha egymas utan egyenként vessziik ki a golydkat, €s
megkiilonboztetjiik a mas sorrendben kivett, egyébként megegyezd harmasokat?

c) Hogyan alakul a lehetdségek szama, ha a kivett golyot visszatessziik és mind a
harmat az eredeti 7 goly6 koziil huzzuk?

39. Hany kétjegyli szam készithet az 1, 2, 3 felhasznalasaval?

40. Hany haromjegy(i szam készithet6 az 1, 2, 3 felhasznalasaval?
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41.
42.

43.

44,

45,

46.

Hény haromjegyli szam készithet6 az 1 és a 2 felhasznalésaval?

Készitsen sok 2-es, sok 3-as és sok 5-0s szamkartyat!
Rakjon ki a szamkartyakkal haromjegyli szamokat!
Alkosson valamilyen rendszert, amelyben elrendezhetdk ezek a szamok!

Készitsen haromcesikos zaszlokat! Csak piros, sarga és zold csikokat szabad festeni!
Hény orszégnak jut mas-mas zasz16?

(Lehet, hogy ugyanannyi-féle zaszlo lesz, mint ahany haromjegyl szam a harom
szamjegybdl? Vagy van valamilyen kiilonbség?)

Készitsen haromcsikos zaszI6t piros, sarga és zold csikokkal! Mindegyik 3 szinli
legyen! (Vesse Ossze a feladatot az el6zdvel!)

Citrom, malna és csoki fagyit lehet kapni. Edesanya haromgombdcos fagyira fizet
be. Milyet lehet kérni?

(Van, aki megkiilonbozteti a csoki-csoki-malna fagyit a malna-csoki-csokitol.
Gondolja meg a lehetdségeket ugy is, hogy megkiilonboztet két fagyit, ha ugyanaz
az Osszetétel, de mas a sorrend, €s ugy is, ha nem tesz kiilonbséget a kettd kozott!)

Hanyféle 1-, 2-, 3-, 4-... szintes lego-torony készitheto
a) piros ¢s sarga négyzet alapu elemekkel?
b) piros, sarga és kék négyzet alapu elemekkel?
c) piros, sarga, fehér és kék négyzet alapu elemekkel?

T

(Keszitsen tablazatot a lehetdségek szamair6l! Keressen magyarazatot az sszeflig-
gésekre!)

47.

48.

49.

50.

Hogyan alakul a lehetdségek szama, ha a 42. feladat tornyaiban nem keriilhet k6z-
vetlen egymasra azonos szinii elem?

Hany 5 betlis szo alkothato, amelyben csak a masodik és negyedik helyen van ma-
ganhangzd? (14 maganhangzdt és 24 massalhangzot hasznéalhatunk.)

Keressen a megoldott feladatok koziil olyanokat, amelyek hasonl6 szerkezetiiek!
Fogalmazza meg a k6zos gondolatot!

Fogalmazzon minél tobb kiilonféle ,,kiilsejii” feladatot, ami azonos szerkezetii egy

kivalasztott feladattal!

34



KOMBINATORIKUS FELADATOK MEGOLDASA

A kiadott feladatok egy részének teljes kidolgozasat kézbe adjuk, hogy legyen néhany
minta, amit mas feladatoknal is lehet kdvetni. Mds feladatok megoldasahoz csak egy-
egy lehetséges otletet irunk le (indulashoz vagy gondolatmenet-vazlatként, ezt délt be-
tiivel szedjiik), vagy ennyit sem. A lehetdségek szamat mindegyik esetben megadjuk,
hogy a végiggondolt feladat onellendrzéséhez tampontot kapjon az Olvaso.

1. A feladat 4 feltételt fogalmaz meg a felépitendé osszes szamra vonatkozoan. Az
egyik az, hogy haromjegyii legyen, a masik, hogy 500-ndl nagyobb legyen, a har-
madik szerint minden szamjegynek parosnak kell lennie, s a negyedik szerint a
szamnak 4-gyel oszthatonak kell lennie. Egyszerre nehéz mindenre figyelni, érde-
mes egyszerre csak egy (vagy esetleg egymassal dsszekapcsolhato két) feltételre fi-
gvelni. Amikor valamit mar teljesitettiink, akkor ezzel lesziikitettiik a lehetéségek
szamat, és a tovabbi feltételeket ebben a lesziikitett vilagban valdsitjiuk csak meg.

Ha 500-nal nagyobb haromjegyti szamokrodl van sz6, akkor csak 5, 6, 7, 8 vagy 9
lehet az elsé szamjegyiik. Minthogy azonban mindegyik szamjegy paros, kiesik az
5,7 ¢€s 9, és kétféle lehetdség marad a szazasok helyének kitoltésére:

6 8

Ha a szam 4-gyel oszthat6, akkor az itt letakart kétjegyli szamnak kell 4-gyel oszt-
hatonak lennie. Koztiik a csak paros szamjegyliek a kovetkezok:

00, 04, 08, 20, 24, 28, 40, 44, 48, 60, 64, 48, 80, 84, 88.
Az 0sszes szam tehat, amely mindegyik feltételt kielégiti, a kovetkezd:
600, 604, 608, 620, 624, 628, 640, 644, 648, 660, 664, 648, 680, 684, 688.
800, 804, 808, 820, 824, 828, 840, 844, 848, 860, 864, 868, 880, 884, 888.

a) Fadiagramon elrendezhetjiik a harminc szamot példaul ugy, hogy a szazasok he-
lyén allo szamjegy szerint eldszor kétfelé valasztjuk oket (a leirdsban a két sor
igy valasztotta sz¢ét a szamokat). Mindkét agat elagaztathatjuk annyi felé, ahany-
féle szdmjegy a tizesek helyén allhat: 5-felé. Ezeket aztan jra tovabbagaztathat-
juk az egyesek helyére irhatdé szamjegyek szama szerint, tehat 3 felé. Ha mind-
egyik szinten balrdl jobbra ndvekvé sorrendben rendezziik a megfeleld
helyiértékii szdmjegyeket, akkor éppen ndvekvd sorrendben rendeztiik el a 30
szamot:

600 604 608 620 624 628 640 644 648 660 664 668 680 684 688 800 804 808 820 824 828 840 844 848 860 864 868 880 884 888

0 0\ 4
egyes
tizes
szazas
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Ugyanezen a fadiagramon adhatunk mas sorrendet is a szdmjegyeknek (pl. minden-
hol csokkend sorrendet vagy tetszéleges mas sorrendet irunk eld), s akkor is teljes,
attekinthetd rendet alkottunk.

Ismét mas lehetdséget jelent, ha a szempontok sorrendjén valtoztatunk. Ha példaul
eldszor, legfontosabb szempontként rendezziik sorba az egyesek helyén allo szamje-
gyeket, masodikként a szazasok helyén allokat és a végén a tizes helyiértékiieket,
akkor a fa el8szor agazik 3 felé, aztan mindharom ag 2 felé, s ezek 5 felé. igy — ha
megtartjuk is a szdmjegyek novekvd sorrendjét minden szinten — ismét 0j sorrend
keletkezik a szdmok kozott.

Mindegyik esetben 2 - 3 - 5 =30 lehet6ség olvashato le a fardl — csak a tényezok cseré-
16dhetnek.

600 620 640 660 680 800 820 840 860 880 604 624 644 664 684 804 824 844 864 884 608 628 648 668 683 808 828 848 868 888

% /&Ly N<§J/

(Gyakorlaskeént érdemes még mas elrendezést, mas ,,felépitésii” fat is elkésziteni.)

b) A tablazatos elrendezés is a haromféle szempontot veszi figyelembe: azt, hogy
mi allhat a szazasok helyén, mi allhat a tizesek helyén €s mi az egyesek helyén.
A tablazat azonban kétféle iranyban is bonthatja a lehetdségeket. Példaul va-
lasszuk két sorba a szdzasok helyén allo szamjegynek megfelelden a harminc
szdmot (ahogyan az eredeti felsorolasban is tettiik)! Ezutan készitsiink 5 oszlo-
pot: az elsébe azokat a szdmokat tegylik, amelyekben 0 a tizesek szama, a ma-
sodikba azokat, amelyekben 2 4ll a tizesek helyén, a kovetkezokbe egymas
utan a 4, 6, 8 tizest tartalmazo szdmokat! Ha ezutan pl. mindegyik sort még 3
felé bontjuk az egyesek szama szerint, akkor ilyen tablazatos elrendezéshez ju-

tunk:
Tizesek szama: 0 2 4 6 8
0 600 620 640 660 680
Egyesek
6 , 4 604 624 644 664 684
Szama
Szazasok / 8 608 628 648 668 688
szamd \ 0| 800 820 840 860 880
Egyesek
8| sama 4| 804 | 824 | 844 | 864 | 884
8 808 828 848 868 888

A tablazatos elrendezés is mas-mas akkor, ha ugyanilyen szempont-elrendezés
mellett mas sorrendet irunk eld a szdmjegyek szamara (pl. az egyesek ¢€s a tize-
sek helyén allok csokkend sorrendben kovetkezzenek, a szdzasok ndvekvo
rendben). Ismét mas elrendezést kapunk, ha a tablazatot mas szempont szerint
bontjuk. P¢éldaul megtehetjiik, hogy 3 oszlopot képeziink az egyesek szaméanak
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megfelelden, ezek mindegyikét 5 oszlopra bontjuk a tizesek szerint és két sor-
ba valasztjuk a szdmokat a szazasok szerint:

600:620: 640 : 660 : 680|604 :624 :644 664 684|608 628 : 648668 688
800:820:840 860:880(804:824 844 :864 884|808 828 848:868 888

2. Az els6 oszlop beirt szamaiban k6zos, hogy a szazasok helyén 2 all, a masodik osz-
lopban 5, a harmadikban 6. Az elsé sorokban 2 tizes van mindegyik szamban, a 4.,
5. és 6. sorban 5 tizes, a 7., 8. és 9. sorban pedig 6. Ha mindegyik iires helyre beirjuk
a szazasok ¢és tizesek szamat eddigi megfigyeléseink szerint, akkor a baloldali tabla-
zat all eldttiink:

222 | 522 | 62 222 | 522 | 622
22 525 | 62 225 | 525 | 625
2 5 6 226 | 526 | 626
25 55 652 252 | 552 | 652
25 55 655 255 | 555 | 655
256 | 55 65 256 | 556 | 656
26 562 | 66 262 | 562 | 662
2 5 6 265 | 565 | 665
26 56 666 266 | 566 | 666

Taldn még jobban kirajzolddik igy a tablazat szerkezete: sejtjiik, hogy az elsd ha-
rom, a 4-6. és a 7-9. sor tartozik dssze azonos szempont szerint: aszerint, hogy mi all
a tizesek helyén. A harom 0Osszetartozd sor egy oszlopaban csak az egyesek szama
kiilonbozik: egymas alatt all a 2, 5 és a 6. és 9. sorban a 6. Ezekkel is kiegészitve
kapjuk a kész tablazatot (jobb oldali).

A téblazat ugy lehet mas, ha pl. a szdzasok szerint sorokba vélogatjuk a szdmokat,
¢s a tizesek ¢€s egyesek szerint az oszlopok valasztjak szét dket.

A feladat igy szélhatott:
»Alkosd meg az dsszes haromjegyii szdmot, amelyet ki lehet rakni a 2, 5 és 6 szdm-
jegyek felhasznalasaval!”

Fadiagram:

222 225 226 252 255 256 262 265 266 522 525 526 552 555 556 562 565 566 622 625 626 652 655 656 662 665 666
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(Ha névekvo sorrendet akarunk 1étrehozni, akkor az als6 agak a szdzasok szdma sze-
rint rendezi nagysag szerint novekvo rendbe a szamokat: a baloldali 4gon lesznek a 2-
vel kezd6do szamok, a kozépsd nagy agon az Osszes, amely 5-tel kezdddik, a jobbolda-
li nagy agra keriil minden szam, amelyben 6 szazas van. A kovetkez6 elagazas — mind-
egyik nagy ag végén — a tizesek szama szerint valogatja az ide tartozo 9 szamot, s ezek
végén az egyesek szama szerint rendezi sorba a 3-3 szamot a harmadik eldgazas.)

300 330 360 390 305 335 365 395 600 630 660 690 605 635 665 695 900 930 960 990 905 935 965 995

A feladat szolhatott pl. igy:

,»Alkosd meg az Osszes 5-tel oszthatdo haromjegyli szamot, amelyben a szazasok ¢€s a
tizesek helyén 3-mal oszthatd szam all!” (Tudni kell persze hozza, hogy a 0 oszthat6 3-
mal, mint barmely mas — 0-t6l kiilonb6z6 — egész szammal, és azt is, ha a 0-t irjuk a
szazasok helyére, akkor az mar nem haromjegyii szam.)

Tablazat lehet pl.
Utolso szamjegye 0 Utolso szamjegye 5

A tizesek helyén dllo szamjegy | A tizesek helyén dllo szamjegy
0 3 6 9 0 3 6 9

3 300 330 360 390 305 335 365 395
600 630 660 690 605 635 665 695
9 900 930 960 990 905 935 965 995

Elso
szamjegye

4. Gyongyfiizések

a) 7 kiillonb6z6 szinli gyongyszem koziil elsdnek felfiizhetem barmelyiket: 7-féle va-
lasztasi lehetdségem van. A szinek kezddbetlii helyett megszamozva pl. a gyongy-

szemeket, a gyén%sor aljara keriilhet az @ @ <6> @

Barmelyiket fiiztem fel elsének, 6 szem van még a talban eldttem; a masodik
gyongyszem megvalasztasidra mindig 6-féle lehetdéségem van:

o350 (b G BIBAAAB IO AMC
oleeleieto]oto cleelo] stoelelelelnieer

A4.-reis6,az5.-reis 6, a6.-ra és a 7.-re is 6 féle gyongyot fiizhetek. Mind a 7-féle

elsd gyongyszemre masodikként felflizhetem a tobbi 6 barmelyikét: tehat 7-6-
féleképpen kezdhetd a gyongysor 2 szem felflizésével.
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Barhogyan valasztottam is meg az els6é két gyongyszemet, még mindig 5 Szem van
eléttem, mindegyik gyongysort 5-féleképpen folytathatom a harmadik gyongyszem
megvalasztasaval.

Példaul nézziik azokat a gyongysorokat, amelyekben az elsé és masodik gyongy-
szem az 1-es és 2-es:

e @ Szintén 5-féleképpen folytathato a flizés, ha az 1-es és 3-as

a Q az elso kettd, akkor is, a az 1-es és a 4-es van alul ... és ak-

kor is, ha a 7-es és a 6-0s volt az elsd két szem, amit fel-
@@@ @@ fliztem.

Ez pedig azt jelenti, hogy mind a 7-6-féle kétszemes gyongysoromat 5-féleképpen

folytathatom 1 tovabbi szem felfiizésével, tehat a 7 szembdl 7-6-5-féle 3-szemes sor

flizheto.

Hasonldan gondolhato végig, hogy a negyedik szem megvalasztasara — az elsé ha-
rom felflizése utan — mindig 4-féle lehetéség van, tehat 4-szemii gyongysor 7-6-5-4-
féle lesz, az 6todik szemet mar csak 3-féleképpen valaszthatom, tehat 5-szemes sor-
bol 7-6-5-4-3-félét lehet késziteni... 6-szemesbol 7-6-5-4-3-2-féle lesz, és az utolsod
szem felflizésére mar nincs valasztasi lehetdség: ez 1-szerezi, azaz valtozatlanul
hagyja a lehetdségek szamat.

Ezt a szorzatot — a tényezok novekvé sorrendbe allitasa utan — 1-2-3-4-5-6-7 alak-
ban szoktuk irni. Rovid jelolése a 7! (olv.: 7 faktorialis). Ha 1-tol kezdve a termé-
szetes szamokat 2-ig, 3-ig, 4-ig..., n-ig 0sszeszorozzuk, ezek a 2!, 3!, 4!, ... n!

=1 6!=1-2-3-4-5-6 =720

21=1.2=2 71=1-2-3-4-5-6-7 = 5040
31=1-2-3=6 81=1-2-3-4-5-6-7-8 = 40 320
41=1-2-3-4=24 91=1-2-3-4-5-6-7-8-9 = 362 880
51=1-2-3-4-5=120 10! =1-2-3-4-5-6-7-8-9-10 = 3 628 800

Minden n-re igaz, hogy n! = (n-1)! - n.

Feladatunkban tehat 5040 kiillonb6zd gyongysort készithetiink.
Ha a felflizott gyongysorok barmelyikét megforditjuk, akkor egy masik gyongysor
lesz beldle. PI. ebbdl a gyongysorbol:

DOODEEE—
1080000 s

Vajon ez 1j lehetdség, vagy ott van az 5040 kozott?

Azt kell vizsgalni, hogy ebben a megforditott sorban hogyan kovetkeznek egymas
utan a szemek. Alulra keriilt a 6-0s — tehat azok ko6zott az eredeti sorok kozt keres-
siik. Van koztiik olyan, amelynek a masodik gyongyszeme az 5-0s, hiszen 6-
féleképpen folytattuk azt a sort is, amely a 6-ossal kezd6dott. A 6-0s, 5-0s kezdetiiek
kozott ott van az is, amelyben a harmadik szem a 3-as, ..., igy tovabb egyenként
megvizsgalva a szemeket, kideriil, hogy megvan a fenti gyongysor forditottja.

ez lesz:
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Ez pedig azt jelenti, hogy ha igazi gyongysorokra gondolunk, amiket nem fiiggdle-
gesen tartunk a keziinkben, hanem letessziik, aztan ujra felvessziik valahogyan, ak-
kor ezt a két gyongysort nem kiilonbdztetjiik meg. Mindegyik gyongysornak van egy
parja, amelyben éppen forditott sorrendben vannak a szemek. Ha az irany nem fon-
tos, akkor 2570 kiilonb6z6 gyongysort tudtunk késziteni.

b) Flizziik fel el0szor azt a négy gyongyszemet, amelyik nem piros! Ezt — az a) feladat
gondolatmenete szerint — 4-3-2-1 (=4!)-féleképpen tehetjiik.
Vegyiink most ezek koziil egy gyongysort, €s gondoljuk meg, hogy hanyféleképpen
flizhetOk bele a pirosak anélkiil, hogy a négy gyongyszem egymashoz vald viszo-
nyat, sorrendjét valtoztatnank.
PI. legyen a négy szem sorrendje tkzs. A pirosak helye ilyen lehet:

1 ppp

2. pp p

3. pp p

4. pp p

5. pp p

6. p pp

7. p p p

8. p p p

9. p p p
10. p pp
11. P p p
12. p p p
13. p pp
14. p p p
15. p pp
16 ppp
17 pp p
18 pp p
19. pp p
20. p pp
21. p p p
22. p p p
23. p pp
24. p p p
25. p pp
26. ppp
21. pp p
28. pp p
29. p pp
30. p p p
31. p pp
32. ppp
33. pp p
34. p pp
35. ppp
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A pirosakat persze nem kiilonboztetjiik meg egymastol. A masik négyhez képest 35-
féleképpen tudunk elhelyezni 3 pirosat. Ez akkor is igaz, ha a kiilonb6z6 négy mas,
akarmilyen sorrendben allnak: mind a 24-féle sorrend esetén 35-féle médon flizhe-
tok eléjiik, kozéjiik vagy utanuk a pirosak: ez tehat 840-féle gyongysort jelent.

Masik megoldas:

Ugy is gondolkodhatunk, hogy az a) feladatban meghatarozott lehetdségekbdl indu-
lunk ki. Azt nézziikk meg, hogy egy gyongysor mely a) feladatbeli gyongysorokbol
szarmaztathato.

Példaul ott a fehér, kék, sarga, zold gyongyok mellett bordo, rdzsaszinii és narancs-
sarga volt. A hét kiilonb6z0 szinli gyongyot 5040 sorrendbe fiizhettiik.

A b) feladat kicserélte a b, r, n gydongyszemet pirosra. Most tehat azok a gyongyso-
rok ugyanolyanna valtak, amelyekben csak a b, r, és n cserél6dott egymassal, a ma-
sik négy egy helyben marad.

Példaul: O . . @ 9 . Q
b ir n

b n r
rb n
rn b
n. b r
n . r b

Mind a hatbol ez a gyongysor lesz:

D0 0C6,0/€

Ha a négy nem piros gyongy mashova keriil — példaul a 2., 4., 6. és 7. helyre — bar-
milyen sorrendben, akkor a fennmarad6 harom (1., 3., 5.) helyen szintén 6-féle sor-
rendben elhelyezhetd b, r €s n cserélddik pirosra; ebbdl a hatbdl ismét 1 lesz. Egy-
egy gyongysor (a b feltétel szerint) 6 kiillonbozd gyongysort fog dssze azok koziil,
ahol mind a 7 mas szinii volt. Tehat itt hatod annyi lehetdség kiilonboztethetd meg:
5040/6=840.

Altalaban ugy mondhatjuk, hogy annyi kiilonbz6é sorbol lesz ugyanaz az egy,
ahanyféleképpen sorrendezhetdk az egyezdvé vald gyongyszemek. Ha csak 2
gyongyszemet cseréliink ki azonos szintire, akkor 2-féle sorrendben allhat ugyan-
ezen a két helyen az azonos szinli; ezeket nem lehet megkiilonboztetni;
5040/2=2520 a lehetéségek szdma. Ha 4 azonos szinii lesz, ezeket — ugyanazon a
négy helyen — 4! = 24-f¢le sorrendben helyezhetjiik el, tehat 24-24 eset valik egy-
mastol megkiilonboztethetetlenné az 5040 koziil; 5040/24 = 210 a kiilonb6zd
gyongysorok szama, ...
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c) A b) feladat masodik gondolatmenetét alkalmazva egymas utan haromszor (ugy,
hogy eldszor pl. 3 kiilonbozot valtoztatunk azonos szinlire, aztdn jabb 2-t mas
egyez0 szinlire és végiil a maradék 2-t is egyre) kapjuk, hogy

31-2!1-21 6-2-2

d) Szintén a b) feladatban felhasznalt masodik gondolatmenet szerint

7! _ 5040 _ ) .
33 6.6 140 a gyongysorok szama.
5. Korbefutdé gyongyszemek esetére gondoljuk meg ismét azt, hogy hany 7-szemi
gyongysor valik megkiilonboztethetetlenné az 6sszekotés utan. Példaul legyen a 4)a

egyik gyongysora: 0 o O G e @ a

Ha ezt a gyongysort 0sszekotjlik tigy, hogy korbefuthatnak a szemek, akkor mind-
egyik gyongyszem utdn ugyanaz kovetkezik, mint itt, csak még a zold utén is kovet-
kezik egy szem: a fehér. De ugyanez lesz a sorrend két-két szomszédos gyongyszem
kozott akkor is, ha ezeket a gyongysorokat kotjiik korbe:

fgy 7 olyan gydngysor valik azonos korbefutéd lancca; az eredeti 5040 gyéngysorbol
5040/7=720 kiilonboz6 lanc lesz.

Ugy is meggondolhatjuk, hogy egy gyongyszemet megfogunk, és csak azt vizsgal-
juk, hogy ettdl indulva a tobbi 6 hanyféleképpen sorrendezhetd. A lancok szamat te-
hat a 6! = 720 alakban kapjuk.

A tobbi részfeladatban — hasonld gondolatmenettel — igy alakul a lehetdségek sza-
ma.

b) 840/7 = 120 c) 210/7 = 30 d) 140/7 = 20

Megjegyezziik, hogy a 4)b, c, d és 5. feladat szdmai mind a ,,lerajzolt” esetekre vo-
natkoznak, amikor ugyanis nincs modunk a gyongysort a tulsoé oldalrdl nézni, nem
tudjuk atforditani. Valosagos gyongysorok, lancok azonban nem kiilonb6znek a ,,tii-
korképiiktdl” ezek paronként megkiilonboztethetetlenek egymastol, ezért a felsorolt
szamoknak éppen a fele lesz a ténylegesen megkiilonboztethetd gyongysorok, lan-
cok szama.

(Erdemes elkésziteni pl. celofanra rajzolva legalabb azt a 10 lancot, amelyet az 5)d
feladatban megkiilonboztethetiink!)
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6. a) Kéttagt 6sszeadashoz az elsd tagot 4-féleképpen valaszthatjuk meg, de szintén 4-
féleképpen a masodikat is. Ugyanis nincs olyan megkotés, hogy nem hasznalhat-
nank fel egy szamot kétszer is. (Ebbdl a szempontbol mas lenne a feladat, ha 4
szamkartyaval — és az Osszeadas jelével — kirakhato 6sszeadasokrol lenne sz9.)

Ez tehat 4-4 = 16 lehetSség. (Irja le az 6sszest rendezetten! Készithet hozza fadi-
agramot is!)

Ha majd nem kiilonboztetjiik meg azt a két-két 6sszeget, amelyekben ugyanaz a
két szam megcserélt sorrendben szerepel, akkor a 4 egyenld tagi 6sszeg mellett a
12 kiilonboz6 tagubol 6 lesz (pl. a 4+9 és a 9+4 ugyanaz az sszeg). Igy a kiilon-
b6z6 0sszegek szama 4+6=10.

b) Ha fontos a sorrend (azaz megkiilonboztetiink két dsszeget akkor is, ha ugyan-
azok a tagok mas sorrendben szerepelnek), akkor mindhdrom tagot 4-féleképpen
valaszthatjuk meg a masik ketttol fuggetlenul

Az elsé tag 4-féle lehet:

A  masodik 4-féle

akkor is, ha az elsé

4, akkor is, ha 7, 9, %\
vagy 13:

4 7 9134 7 9 134 7 9 134 7 9 13

A harmadikat szintén
4-féleképpen va-
laszthatjuk, akarmi is
az elso kettd. Példa-

ként csak két helyen 9 13 4 7 9 13
rajzoljuk meg a fa

tovabbagazasat:

Ezeket az 6sszeada-

sokat olvashatjuk le pl.: 4+9+9 9+4+7  9+4+9  13+7+9

A lehetdségek szama tehat 4-4-4=64.

Ha nem engedjiik meg egy 0sszeaddsban, hogy barmely két szam csokkend sorrendben
kovesse egymast, ez azt jelenti, hogy barmelyik szdmharmas megvalasztasa esetén
csak egy sorrendet vesziink figyelembe. A fenti fadiagram modosul. Az az ag, amely a
13-at képviseli, mar sehol nem agazik tovabb. A 9-es ag csak 9-cel és 13-mal folyta-
todhat, a 7-es 3-felé agazik, s csak a 4-es agazik 4-felé. Az agvégzddéseket Ossze-

szamlalva: 20 esetet tudunk megkiilonboztetni.
13| 9\? 13, 13

13
9 13
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c) 4* = 256; illetve csak nov6 sorrendet megengedve: 40. (Ez utdbbit a fadiagram foly-
tatasaval lehet megszamlalni. Az utolso agvégzddések koziil a 13 csak 1-féleképpen
folytathato, a 9 kett6-, a 7 harom- és a 4 négyfelé agazik.)

d) 10 (mint a 2-tagl 6sszeadasok szama, ha a tagok felcserélése nem jelent 0 lehetd-

séget.) Koztiik persze lesznek azonos kiilonbségek, azaz egyenlé eredményii kivo-
nasok: 4-4=7-7=9-9=13-13.

e) Itt — a mintaként megfogalmazott példak szerint — mas esetnek vessziik, ha ugyanazt
a kivonast és ugyanazt az dsszeadast végezziik mas sorrendben. (Ezt az indokolhat-
ja, hogy maga a szdmitds mas lesz.)

Gondolkodjunk most a kdvetkezéképpen:
Képezziik eldszor az Osszes lehetséges kivonast (azzal a megkdtéssel, amit a d)
mond ki). Erre dsszesen 10 kiilonb6zd lehetdségiink van.

1. Ehhez a kiilonbséghez hozzaadhatjuk barmelyik szamot akar ugy, hogy a kiseb-
bitendd elé irjuk azt, amit hozzaadunk (ez megnégyszerezi az eddigi 10 lehetdsé-
get), akar gy, hogy a kivonand6 utan irjuk (ez ujra 4-10 lehetdséget ad). Ezzel
megkapjuk az Gsszes olyan esetet, ahol a kivonasban szerepld szomszédos két
szadm koziil az elsé nem kisebb a masodiknal.

2. Ha a kisebbitendd és kivonandé koz¢ irjuk a hozzaadandé szdmot (tigy gondolva,
hogy az els6 szdmot megnoveljiik vele €és ebbdl az 6sszegbdl vessziik el a kivo-
nandot, akkor olyan esetekhez is eljuthatunk, amelyek nem szerepelhetnek a fenti
80 eset kozott: ahol az Osszeadds masodik tagja kisebb a kivonanddnal, de az
0sszeg nem kisebb. Ezek az esetek a kovetkezok:

4+47 4+4-9 4+4-13
7+4—7 7+4-9 7+4-13
0+4—7 9+4-9 9+4-13
13+4-7 13+4-9 13+4-13
4+7-9 4+7-13

7+7-9 7+7-13

9+7-9 9+7-13

13+7-9 13+7-13

4+9-13

7+9-13

9+9-13

13+9-13

Ez még 24 1j eset. Osszesen tehat 104 kiilonbozé miiveletsor irhatd az eld-
irasnak megfelelden.

8. Mind a hat targybol kétféle év végi osztalyzat lehetséges (feltéve, hogy csak a beirt
érdemjegyek szamitanak hozzd). Vagy 5-0st vagy 4-est fog kapni mindegyikbdl, a
tobbitdl fiiggetleniil.
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Szamozzuk meg a targyakat! A magyar kapja az 1-es sorszamot, a matematika a 2-
est, a kornyezetismeret a 3-ast, ének — 4, testnevelés — 5, rajz — 6.

1 2 3 4 5 6 1 2 3 4 5 6
5 5 5 5 5 5 4 5 5 5 5 5
5 5 5 5 5 4 4 5 5 5 5 4
5 5 5 5 4 5 4 5 5 5 4 5
5 5 5 5 4 4 4 5 5 5 4 4
5 5 5 4 5 5 4 5 5 4 5 5
5 5 5 4 5 4 4 5 5 4 5 4
5 5 5 4 4 5 4 5 5 4 4 5
5 5 5 4 4 4 4 5 5 4 4 4
5 5 4 5 5 5 4 5 4 5 5 5
5 5 4 5 5 4 4 5 4 5 5 4
5 5 4 5 4 5 4 5 4 5 4 5
5 5 4 5 4 4 4 5 4 5 4 4
5 5 4 4 5 5 4 5 4 4 5 5
5 5 4 4 5 4 4 5 4 4 5 4
5 5 4 4 4 5 4 5 4 4 4 5
5 5 4 4 4 4 4 5 4 4 4 4
5 4 5 5 5 5 4 4 5 5 5 5
5 4 5 5 5 4 4 4 5 5 5 4
5 4 5 5 4 5 4 4 5 5 4 5
5 4 5 5 4 4 4 4 5 5 4 4
5 4 5 4 5 5 4 4 5 4 5 5
5 4 5 4 5 4 4 4 5 4 5 4
5 4 5 4 4 5 4 4 5 4 4 5
5 4 5 4 4 4 4 4 5 4 4 4
5 4 4 5 5 5 4 4 4 5 5 5
5 4 4 5 5 4 4 4 4 5 5 4
5 4 4 5 4 5 4 4 4 5 4 5
5 4 4 5 4 4 4 4 4 5 4 4
5 4 4 4 5 5 4 4 4 4 5 5
5 4 4 4 5 4 4 4 4 4 5 4
5 4 4 4 4 5 4 4 4 4 4 5
5 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4

Aki a két nagy oszlopba elrendezett tablazat rendjét megfigyeli, észreveheti, hogy
pl. a 4-esek elhelyezkedése éppen olyan, mint a kettes szamrendszerben sorban leirt
természetes szamokban az 1-eseké. Ez természetes is, hiszen itt is minden helyre 2-
féle jel kertilhet, mint ott. Hat hely éppen 64 szam leirasara elegend6 a kettes rend-
szerben; itt is 64-féle megoldast talaltunk.

(Talan még szemléletesebb képet kapunk egy olyan fa-diagrammal, ahol hat szinten
vannak az elagazasok, minden szinten minden ag kétfel¢ dgazik aszerint, hogy a
kovetkez0 tantargybol 5-0st vagy 4-est kap-e Zoltan.)
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Masik gondolatmenet:
Lehet mindegyik targy 5-0s.

Lehet egy 4-es, a tobbi 5-0s; de ez 6-féleképpen lehetséges: aszerint, hogy a hat
targy koziil melyik az az egy, amelyik 4-es.

Lehet két 4-es; erre 15-féle lehetdség van. Megszdmozva a hat targyat, ezek a ko-
vetkezok: 12, (értsd: az 1. és a 2. targy 4-es), 13, 14, 15, 16, 23, 24, 25, 26, 34, 35,
36, 45, 46, 56.

Lehet harom 4-es; ez 20-féleképpen torténhet: 123, 124, 125, 126, 134, 135, 136,
145, 146, 156, 234, 235, 236, 245, 246, 256, 345, 346, 356, 456.

Lehet négy 4-es. Ez ugyanaz a 15 eset, mint amikor két 5-6s van. Két 5-6s ugyan-
azokon a helyeken lehet, mint amiket a két 4-esnél soroltunk.

Lehet 6t 4-es; ez éppen az a 6 eset, amikor egy 5-0s van,
s végiil lehet hat 4-es; ez épptigy 1 lehetdség, mint a hat 5-0s.

Tehat 1+6+15+20+15+6+1=64-féleképpen alakulhat a bizonyitvanyban a hat targy
osztalyzata.

. (Foglalkozzunk most csak a 13 mérkdzéssel; a plusz egyet, a 14.-et hagyjuk figyel-
men kiviil.) A totdszelvény elsO helyére 3-féle jelet lehet irni: 1, 2 vagy X. A maso-
dik helyre akkor is 3-f¢le jel keriilhet, ha az elso jel 1, akkor is, ha az 2 és akkor is,
ha az els6 helyre X-et irtunk. Ez tehat mar 3-3 lehet0ség. A harmadik sorba ismét 3-
fele jel keriilhet, barmi 4ll is az els6 két helyen, és igy tovabb: minden tovabbi sor
kitoltése ~megharomszorozza a lehetdségek szamat. fgy a 13  sort
3-3-3-3-3-3-3-3-3-3-3-3-3 = 313-féleképpen lehet kitdlteni. (Ez 1 594 323.) Ha ennyi
szelvényt vasarolnank, és mindegyiket kiilonféleképpen toltenénk ki, akkor biztosan
lenne, mégpedig pontosan 1 telitalalatos szelvénylink. (Ha a +1 mérkozést is figye-
lembe vessziik, akkor ugyan még haromszor ennyi kitoltés lenne lehetséges, de a
szokasos értékelés szerint csak az a ketto lenne 13-as, ahol az els6 13 sort a mérko-
zések eredményeinek megfelelden toltottiik ki, viszont a 14.-et nem. Ha ez is ,,tala-
lat”, akkor ezt 13+1-es szelvénynek mondjuk.)

*12 talalat azokon a szelvényeken van, ahol csak 1 helyre keriilt mas jel, mint kel-
lett volna a telitaldlathoz. Ha pl. az 1-es sorszamu mérkdzés eredménye 1-€s, erre a
helyre a 2-est vagy az X-et irjuk — mikozben a tobbi eredményt eltalaltuk. Hasonlo-
an 12 taldlatunk van, ha a méasodik mérkdzés eredménye helyett valami masra tip-
peltiink (pl. az X helyett irtunk 1-est vagy 2-est), de az dsszes tobbi helyen eltalal-
tuk az eredményt. Igy tovabb: 13 helyen lehet egyet tévedni, mindegyik helyen két-

féleképpen ronthatunk, ez tehat 13-2=26 szelvényt jelent.

Amennyiben a +1-es mérk6zésre is minden lehetséges modon tippeltiink, azaz 34-
fele szelvényt toltottiink ki, akkor éppen 3 olyan szelvény lesz, amelyen ugyanazon

a helyen ugyanugy tévedtiink az elsé 13 sor koziil, tehat 3-13-2=78 szelvény fizet
12-est.
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10. Egy-egy lap elkészitésekor a kdvetkezd dontéseket kell meghozni:

- piros vagy kék legyen az alap?

- legyen rajta haz, vagy ne legyen?

- legyen rajta fa, vagy ne legyen?

- legyen rajta virag, vagy ne legyen?
- legyen rajta nap, vagy ne legyen?

Mindegyik kérdésrol 2-féleképpen lehet donteni az eldbbiektdl fliggetleniil, ezért 5
szinten, mindig kétfelé agazo fa mutatja a lehetdségek szamat. (A diagram elkészi-
tése legyen az olvaso dolga: itt csak elkezdjiik a fa megrajzolasat:)

nap?
virag? w NN\

. Y, V Y, In
fa? van nincs a d cs
haz? . ,
alapszin?

32 lapbol fog allni a készlet.

11. Legalabb 1-gyel tobb, mint ahany kiilonb6z6 6-jegyli szam van, mivel 0-val kezdo-
do6 telefonszamot nem adtak ki. Az els6 helyre lehet tenni az 1, 2, 3,4, 5,6, 7, 8,9
barmelyikét (ez 9 lehetdség), a masodik helyre mindezt és még a 0-t is (tehat az el-
sO két helyet 90-féleképpen lehet kitdlteni). A harmadik és minden tovabbi helyre
ismét mindig 10-féle szdmjegy kertilhet fliggetleniil attol, hogy eldtte milyen szam-
jegyek allnak, tehat minden hely megtizszerezi a lehetdségek szamat. Igy pontosan
6-jegyll szam 9-10-10-10-10-10 = 900 000 van. Ha ennyi el6fizetd lenne, akkor
elegendo lenne a 6 jegy a telefonszdmokhoz. Ha mar 1-gyel tobben vannak, akkor
sziikséges a 7 jegyre attérni. (A gyakorlatban bizonyara egy kis idével hamarabb
megtortént az atteres.)

Hasonl6 meggondolassal a 8-jegyli telefonszamokra akkor kell attérni, amikor az
eléfizetok szama legalabb 9 000 001 lesz.

Masik gondolatmenet:

0-t61 999 999-ig éppen 1 000 000 természetes szam van. Ezek a szdmok azonban
nem mind 6-jegylick, hanem ,,legfeljebb hatjegyliek”. Ennyi szamot kellene leir-
nunk akkor, ha pontosan 6 helyet szeretnénk kitolteni akkor is, ha az els6 helyre 0-t
kellene irnunk, azaz, ha nem 6-jegyli, hanem 1-, 2-, 3-, 4- vagy 5-jegyli szdmot ké-
peznénk. (PIL. a 673 helyett 000 673-at, az 54 798 helyett 054 798-at irnank.) A mil-
116 szam kozott azonban azok, amik 0-val kezdddnek, nem tartoznak bele a felada-
tunk megoldasaba, tehat a 6-nal kevesebb jegyli szamok szamat el kell venniink
beldle. Ezek a szamok 0-t61 99 999-ig tartanak, ami 100 000 szam. A pontosan 6-
jegytiek szama tehat 1 000 000 — 100 000 = 900 000. (A legfeljebb hatjegytieknek
¢s a legfeljebb otjegytiek kiilonbsége.)

12. Gondoljuk azt, hogy csak 26 kiilonb6z6 betlit hasznalnak a rendszamokban. Ami-
kor két betilijelet irnak egymas mellé, akkor az elsé helyre 26-féle betli koziil va-
laszthatnak, s barmi is az elsd jel, a masodikat is 26-féleképpen valaszthatjak. A
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13.

betlijelekre tehat 26-26 lehetdség volt. A kovetkezd négy hely mindegyikéta 0 ... 9
szamjegyek valamelyikével toltotték ki, megengedve itt a 0-val valo kezdést is. Ez
azt jelenti, hogy minden tovabbi hely megtizszerezi a lehetdségek szamat: azaz a
régebbi rend szerint 26-26-10-10-10-10 gépkocsit lehetett megkiilonboztetni rend-
szdmokkal.

Amikor attértek a 3 betiijelbdl és 3 szdmjegybdl allé rendszamra, akkor — hasonld
meggondoléassal — 26-26-26-10-10-10-re valtozott a lehetdségek szama.

A két szam kiilonbsége: 26-26-26-10-10-10 — 26-26-10-10-10-10. A k6z06s tényezOk
kiemelése utan ez a kiilonbség 26-26-10-10-10- (26-10) formara hozhato, tehat a
lehetdségek szamanak novekedése 16-26-26-10-10-10 = 10 816 000.

Ha a betliparos mellett 5-jegylire valtoztattak volna a szam-csoportot, akkor a no-
vekedést a kovetkezo kiillonbség adja meg:

26-26-10-10-10-10-10 — 26-26-10-10-10-10.
Ez pedig 26-26-10-10-10-10-(10-1) = 9-26-26-10-10-10 = 6 084 000.

Ha 3 betiibdl és utana 4 szamjegybdl allna a rendszam, akkor igy alakulna a leheto-
ségek szama 26-26-26-10-10-10-10, s ez 26-26-26-10-10-10-10 — 26-26-10-10-10-10
kiilonbséggel valo novekedést jelentene.

Ez pedig 26-26-10-10-10-10- (26-1) = 169 000 000.

Ha a kitdlthetd helyek szama nem ndvelhetd: 6 helyre lehet betiit vagy szdmjegyet
irni, akkor azaltal ndvelhetd tovabb a lehetéségek szama, ha a betiik szamat novel-
jik a szdmjegyek szamanak rovasara.

Ha a négy szamkartya mindegyikén kiilonboz6 szdmjegy allna, (példaul 1, 3, 4 és
5), akkor az elsét négyféleképpen valaszthatndnk meg, Mellé, a masodik helyre
mar csak 3-féle kartya koziil valaszthatunk egyet, barmelyik szamjegyet is tettiik az
elsd helyre. A harmadik helyre mindegyik kezdés esetén 2 kartya koziil tehetiink ki
egyet, s az utols6 hely kidltésére mar nincs valasztas: egyetlen kartyank van, azt

kell az utolso6 helyre tenni. Ez 4-3-2-1=24 lehetdség.

Azonban két kettes van a készletben. Képzeljiik azt, hogy az elébbi négy koziil
cseréltiik le az 1-est és a 4-est 2-esre! Barmelyik két négyjegyli szdmbol, amelyben
csak az 1-es és a 4-es cserélt helyet, ugyanaz a négyjegyt lesz a 2, 2, 3, 5 jegyek-
kel, hiszen a két 2-es felcserélése nem hoz 0j lehetdséget. (Példaul az 1534-bdl és a
4531-bol egyarant 2532 lesz.) Ezért a lehetdségek szama megfelezddik: 12 kiilon-
b6z06 négyjegyli szamot lehet kirakni.

Miel6tt leirndnk az Osszes ilyen szdmot, meggondolhatjuk, mennyi lesz a tizenkét
négyjegyll szam Osszege. Ha egy helyre — pl. az elsd helyre — kitessziik az egyik 2-
est, akkor a masik harom hely kitoltéséhez 3-féle szamkartya all rendelkezésre. Ezt
a 3 helyet az Osszes lehetséges modon kitoltjiik, erre 3-2-1=6-féle lehetdségiink
van. Ez lesz az a 6 szam, amelyben az els6 helyen a 2-es 4ll. Hasonloan igaz, hogy
ha a masodik, harmadik vagy negyedik helyre tessziik le a 2-est, a tobbi helyet 6-
féleképpen tolthetjiik ki. Ez azt jelenti, hogy a 12 négyjegyli szam olyan lesz, hogy
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a 2-es hatszor fog szerepelni benniik mindegyik helyen. Ha azonban a 3-ast (vagy
az 5-0st) tessziik le valamelyik helyre, akkor a fennmaradé harom helyet a két 2-
essel és az 5-Ossel (3-assal) csak 3-féleképpen lehet kitolteni (pl. 225, 252, 522
sorrendben). Tehat barmelyik helyen csak haromszor fog allni a 3-as és ugyanigy
az 5-0s.

Egy-egy helyen tehat 2+2+2+2+2+2+3+3+3+5+5+5 = 6-szor 2 + 3-szor 3 + 3-szor
5 =36 lesz az Osszeg ebben a 12 tagu 0sszeadasban. Ez az egyesek helyén 36-1-et,
a tizesek helyén 36-10-et, a szazasok helyén 36-100-at és az ezresek helyén

36-1000-¢t ér; 0sszesen 36-1111-et, 39 996-0t.
Most mar soroljuk fel a szamokat névekvé sorrendben:
2235, 2253, 2325, 2352, 2523, 2532
3225, 3252, 3522, 5223, 5232, 5322
(Helyes ¢és hasznos ellendrizni mindent, amiket elézetesen meggondoltunk!)

14. Igen jellegzetes kombinatorikus kérdés! Nem azt kérdezi a feladat, hogy pl. a piros
rad hényféleképpen szOnyegezhetd, vagy a citromsarga, hanem ,,a szinesrudak”.
Nem alsé tagozat elején, de mar 4-5. osztalyban érdemes ugy kérdezni, hogy kis
kutatas néhessen ki beldle! Most ugyanis a vélaszt egy kis tdblazat fogja megadni,
s talan éppen a kis szamok korében jol felismerhet6 Gsszefiiggés sejteti meg az al-
talanosithat6 valaszt.

Rakjuk ki a kisebb rudakat, ahanyféleképpen lehet!

—
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Osszegylijtve az eddigi esetek szamat:
ezt a rudat ‘ fehér ‘r(')zsaszin‘ v. kék ‘ piros ‘ C. sérga‘

ennyiféleképpen lehetkirakni | 1 | 2 | 4 | 8 | 16 |
Az eddig elvégzett kirakasokban mindig csokkend sorrendet kovettiink. Elsonek a
leghosszabb rudat tettiik ki, aztdn a kovetkezd méretiit, amit a fehérrel egyfélekép-
pen lehetett megtoldani, aztan a harmadik hosszisagu rudat tettiik a sor elejére, amit
2 centivel kellett megtoldani, de erre mar kétféle lehetdségiink volt, aztan a kovet-
kez6hoz 3 cm-t kellett tenni, s ezt annyiféleképpen tehettiik, ahanyféleképpen a 3
cm-es vilagoskéket ki lehetett rakni és igy tovabb. Ez a rend azt mutatja, hogy pl. a
lilat  1-gyel tobbféleképpen Ilehet kirakni, mint az 0Osszes nala kisebbet:
1+1+2+4+8+16=32-f¢leképpen. Sejtésiink az lehet, hogy ez az 0sszeg éppen mindig
kétszerese az el6zd egyetlen szdmnak. (Valéban meggondolhatd, hogy ha a kettes
szdmrendszerben olyan szamhoz adunk még 1-et, amelyben jobbrol kezdve mind-
egyik helyen 1 all, akkor kapjuk azt a szdmot, amely 1-gyel tobb szamjegybdl all, az
elsé szamjegye 1, a tobbi 0.)
Egy masik megfigyelésiink lehet az, hogy egy rud kirakésainak elsd soraiban nem
fehérrel kezdddnek a sorok, a masodik felében pedig fehérrel. Ha a sorok elején le-
takarunk 1 cm hosszl részt, akkor fent is, lent is pontosan megismétlédik az eggyel
rovidebb rad 6sszes szOnyegezése. Mondhatjuk, hogy azokbol mindig kétféleképpen
tudtunk 1 cm-rel hosszabb rudat késziteni: ugy, hogy az els6 rudat 1 cm-rel meg-
nyujtottuk, (azaz 1 cm-rel hosszabbra cseréltiik), és ugy, hogy elé tettiink egy 1 cm-
es (fehér) rudat. Es minthogy harmadik valasztas nincs: egy kirakas vagy fehérnél
hosszabb ruddal kezdddik vagy fehérrel, ilyen médon megkapjuk az 6sszes lehetsé-
ges kirakast a megeldz6 rad kirakasaibol.
Fontos azt is meggondolni, hogy ilyen médon csupa kiilonb6z6 kirakashoz jutunk-e.
Erre a kérdésre igen a valasz: mert ha a megel6z6 hosszusagu rad kirakasai mind
kiilonbozoek voltak, akkor azok is kiilonboznek egymastol, amelyeket 1 fehér rad-
nak a sor elejéhez vald hozzatolddsédval kapunk. Hasonldéan azok is kiilonboznek
egymastol, amelyeket az elsé rad megnyujtasaval nyertiink. A két csoport kirakésai
pedig kiilonboznek abban, hogy az egyiknek az elsd rudja fehér, a masiké pedig nem
fehér.
Most mondhatjuk ki, hogy a lehetdségek szdmai az 1-gyel kezdddd kétszerezd
szamsorozat (a narancssarga ruddal bezarolag, hiszen ez utan hianyzik a 11 cm-es).
Harmadik meggondoldas:
Képzeljiikk most azt, hogy csupa 6 cm-es hosszu rudjaink vannak, s ezekbdl fogunk
darabolni minden sort. Tudjuk, hogy dsszesen 5 helyen lehet vagni (az egész centi-
méterek helyén). Az Gsszes kirakas megkeresése most azt jelenti, hogy meggondol-
juk, hanyféleképpen valaszthatjuk ki a vagasi helyeket.

A lehetséges vagasok helyei: 1. 2. 3. 4. 5.

Az els6 helyen kétféleképpen donthetiink: vagy nem vagunk (-), vagy vagunk (+).

+
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Barhogy dontottiink is, a masodik helyen ismét kétféle dontést hozhatunk: nem va-
gunk, illetve vagunk:

Hasonl6an mindig megkétszerezi a lehttdségek szamat a kovetkezd helyekhez kap-
cs0lodd dontésiink, igy lesz a lehetdségek szama 2°=32.

15. Nem nehéz parhuzamot talalni e feladat €s a lila rad szOnyegezései kozott. A rud

hosszanak feleltessiik meg a szamjegyet, (a citromsarganak pl. az 5-0st, a fehérnek
az l-est ...), a rudak szamanak a képzendd szdm szamjegyeinek szdmat, €s rendre
megkapjuk a 6-ost, az 5-tel kezd6do6 egyetlen szamot: az 51-et, a 4-gyel kezd6do két
szamot: a 42- és a 411-et stb. A feltételnek megfeleld szdmok szama igy 32.

A lehetdségek szama szintén a 14. feladat megoldasabol olvashato ki. Mégis hasz-
nos lehet — esetleg az ott kovetett rendtdl eltéré rendezésben Osszegyiijteni ezeket a
lehetdségeket:

Ha a szamjegyek Osszege:

1 2 3 4 5 6 N
1 11 111 1111 11111 | 111111 123
2 12 112 1112 11112 132
21 121 1121 11121 213
3 211 1211 11211 231
22 2111 12111 312
13 122 21111 321
31 212 1122 222
4 221 1212 114
— | 113 1221 141
131 2112 411
311 2121 51
23 2211 15
32 1113 42
14 1131 24
41 1311 33
5 3111 6
1 2 4 8 16 32 2(n-1)

Az altalanositas azt jelenti, hogy a megvizsgalt egyedi esetekre talalt osszefiiggést
elfogadjuk, kimondjuk a tobbi szamra is: barmi legyen is a szdmjegyek Osszege (n),
mindig a 2-nek ennél 1-gyel alacsonyabb kitevdjii hatvanya lesz a lehetéségek sza-
ma. Ez azonban nem lesz helyes altalanositas barmilyen n-re, hanem csak 9-ig.
Amikor ugyanis a szamjegyek 0sszege 10 vagy 10-nél nagyobb szam, akkor egy-egy
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helyre 10-et vagy még nagyobb értékii szamjegyet kellene irni — ilyen pedig a tizes
szdmrendszerben nincs.

Az éaltalanositas helyett tehat itt inkdbb , Kiterjesztésrol” beszélhetiink: azokra az
esetekre is érvényesnek sejtjiik az Osszefiiggést (9-ig), amiket nem allitottunk eld.
Ennek igazolasat azonban megtehetjiik ugy, hogy a szines rudak szényegezésénél
alkalmazott harmadik meggondolast — a megel6z6 szamok kétszerez6dését alkal-
mazzuk a tovabbi esetekre.

Szigoru értelemben a tetszéleges egész hosszusagok szOnyegezésére vonatkozo 6Sz-
szefliggés igazolasat az jelenti, ha pl. a teljes indukcié alkalmazésaval minden ter-
mészetes szamra kiterjesztjiik és bizonyitjuk a kisebb szdmokra felismert 6sszefiig-
gést. Ennek az eljarasnak csak a gondolati 1épéseit irjuk itt le:

1. Megmutatjuk — pl. a lehetséges kirakasok elvégzésével —, hogy kis szamokra (1-
re, 2-re) igaz a sejtett dsszefiiggés (az 1 cm kirakéasainak szama 1=2% a 2 cm ki-
rakdsainak szdma 2=21)

2. Feltételezve, hogy valamely n szdmra fennall az 6sszefiiggés, igazoljuk az Gssze-
fliggés oroklédését a kovetkezd (nt+1) természetes szamra. (Minthogy 1-t6l kez-
dédden egyenként 1épegetéssel minden — akarmilyen nagy — természetes szdmhoz
eljuthatunk, azaltal, hogy ezt az egyenkénti 6roklodést megmutatjuk, igy igazol-
tuk az Osszes természetes szamra az elsd szamokra érvényes Osszefliggést.) Ezt
pedig megmutathatjuk a szényegezéssel kapcsolatos harmadik gondolatmenet al-
talanositdsaval: minden kovetkezd helyen kétféle dontést hozhatunk a megel6z6
helyektdl fliggetleniil, ami megkétszerezi a lehetéségek szamat. Ha tehat n-re
igaz, hogy a lehetdségek szama 2", és ezt kétszerezi az 1 cm-rel meghosszabbitott
csik kovetkezd vagasi helye, akkor az n+1 cm hosszl csik kirakdsainak szdma

2-2"=2"1  ¢s ez mutatja az 6roklédést.

16. Erdemes el6szor valamilyen rendet tartva Ossze- ; -
gyljteni az 0sszes leolvasasi lehetéséget. Példaul g|G|Y EMAIN
megtehetjiik, hogy a bal fels6 sarokbol kiindulva YIE|M|A|N|T
mindig elényben részesitjiik a jobbra Iépést a lefelé tImlAlnlT!O
Iépéssel szemben, azaz mindaddig jobbra Iépege- -
tink mindegyik mez6b6l, ameddig még van be MIAIN|T|O|K

nem jart lehet0ség. (Az elsé leolvasasokat mutat-
juk itt be, ezeknek is csak a helyét jeloljiikk a mon-
dott rend szerint.)
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Az olvasé haszonnal jarja végig az 0sszes lehetdség megalkotésat; javasoljuk a foly-
tatast! (Annal is inkabb, mert a kisiskolast — f6képpen az els6é években — maguk a
lehetdségek érdeklik, nem elsdsorban a lehetdségek szama!)

A rend megtartdsa (vagy mas rend kovetkezetes kdvetése) biztosithatja, hogy megta-
laljuk az Osszes kiolvasasi lehetOséget. Azonban tagadhatatlan, hogy hosszadalmas
munkat jelent. Azt is latnunk kell, hogy egy ilyen feladat megoldasa csak akkor lesz
gazdasagos, ha a kovetkezd hasonld feladatok meggondolasdban segitséget jelent,
ha valamilyen altalanositasra el lehet majd jutni beldle.

Az elsO 1épést azzal mar meg is tettiik az altalanositas felé, hogy a konkrét kiolvasas
helyett, a betiik helyett csak a helyiiket vettiik figyelembe. Azaz kihasznaltuk azt a
meggondolast, hogy a lehetdségek csak az elrendezéstdl fiiggnek, nem az adott he-
lyen allo betiikt6l. Ha ugyanezen a 6x4-es tdblan mas sz6 betliit helyezziik el hason-
16 modon, a kiolvasdsok szama nem fog véltozni.

Most kdvessiink végig ismét néhany megoldasi modot!

Elsé meggondolas:

Ne olvassuk végig egy-egy uton a szot, hanem minden mezdbe irjuk be azt a szamot,
ahanyféleképpen oda eljuthatunk a bal fels6 saroktol kiindulva. Ebben arra a gondo-
latra tdmaszkodunk, hogy a felsd sor mezdibe csak balrol, az elsé oszlop mezdire

csak fentrdl lehet ralépni, ezért ide mindegyik mezdbe az 1-es keriil. A tobbi mez0-
be pedig kétféle 1épéssel juthatunk:

vagy a felette levobol, vagy a bal oldali szomszéd- 11111111111
jabol. Tehat ahanyféleképpen eljutottunk a felette
levé mezdbe, annyi ut lesz, melynek az utolso 1é- 1123|456
pése egy ,le”-1épés, és ahanyféleképpen eljutot- 113161101151 21
tunk a bal szomszéd mezdbe, annyi olyan ut vezet
erre a helyre, melynek utolsé 1épése egy ,,jobbra”- 114 ]10]20]35]56

1épés.

Ezért a tdblazatot kitoltve azt kapjuk, hogy a K betiiig 56-féleképpen olvashatjuk ki
a szot.

A modszer alkalmazhaté mas elrendezés esetén is; tehat a b) feladat négyzetes el-
rendezésébol 35+35=70-f¢le leolvasas fog adddni.

Masodik gondolatmenet:

Figyeljiik csak azt, hogy az a) feladatban miféle 1épéseket kell tenni! Barmelyik Gton
haladunk is az eldiras szerint, 5-szor kell jobbra 1épni és 3-szor le. Azt kell tehat
meggondolnunk, hogy 5 egyforma és 3 ezektdl kiilonbozd de egymassal szintén egy-
forma dolgot (jelet) hanyféleképpen lehet sorbarendezni. Errdl viszont mar van ta-
pasztalatunk: 8 kiilonbozé jelet 8!-féleképpen sorrendezhetiink, ha van koztik 5
egyforma és 3 egyforma, akkor 5!-szor és 3!-szor szdmolunk benne minden esetet,
ezért a megkiilonboztethetd esetek szama:

8! 1.2-.3-4-5-6:7-8 _ 56

513t 1.2.3-4-51-2-3

A megoldas alapjat képezé gondolatmenet ismét fliggetlen a sz6tdl, annak elrende-
z€sétol, hosszatdl egyarant; mas esetekre is alkalmazhato.
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Harmadik gondolatmenet

Ismét kicsit mas a kdvetkez6 latasmod. Osszesen 8 1épést kell megtenniink. Koziiliik
pontosan 3 1épésiink lesz ,,le”-1épés (a tobbi esetben jobbra 1épilink). Azt kell tehat
Osszeszamlalnunk, hogy a 8 1épés koziil hanyféleképpen valaszthatjuk meg a har-
mat, amikor lefel¢ Iépiink.

Gyljtsiik Ossze a lehetdségeket a tablazatbol kiolvashato rend szerint. Azokat a sor-
szamokat irjuk egymas mellé, ahanyadik lépések egy kiolvasasnal a ,,le”-lépések.
(Foglalja szavakba a kovetett rendet!)

123
1241134 234

125135 | 145 235} 245 345

126 | 136 | 146 | 156 236 | 246 | 256 346 | 356 456

1271137 | 147 | 157 | 167 237247 | 257 | 267 347 357 | 367 457 | 467 567

128 1138 | 148 158 : 168 | 178 | 238 | 248 : 258 | 268 | 278 | 348 | 358 | 368 | 378 | 458 | 468 | 478 | 568 | 578 | 678
615[4|3]2]|1|5]4[3]2|1]4]3|2]1]3]2|1]2]1]1

A lehetéségek szamat az els6 hat hiromszogszdm  Osszege adja:
1+3+6+10+15+21=56.

Melléktermékként az is kideriilt, hogy ahanyféleképpen kivélaszthattuk a 8 koziil a
3-at (a lefelé 1épések sorszamait), annyiféleképpen vélaszthatjuk ki az 5-6t (a jobbra
1épések sorszdmait). Ugyanis a 3 sorszam egy-egy megvalasztasaval pontosan kije-
1616dik az az 5 is, amikor jobbra 1épiink.

17. A fehér csak egyféleképpen, a rozsaszin kétféleképpen: ff, r; a vildgoskék haromfe-
leképpen: fff, fr, rf, de a piros 6tféleképpen rakhato ki: ffff, ffr, frf, rff, rr. A citrom-
sarga hosszusagot kétféle hosszusagbol kapjuk egy rad hozzatoldasaval: vagy a 4
centis kirakasokat toldjuk meg egy fehérrel, vagy a 3 centiseket egy rézsaszinnel. (A
3 centis megtoldasa 2 fehérrel nem hoz ) megoldast, hiszen, ha elébb az egyik fehé-
ret toldjuk hozza, akkor 4 centisnél tartunk, s ezt hosszabbitjuk még egy fehérrel —
akkor ezt az elobbi ,,csokorban™ dsszegyljtottiik.

g

A fekete nyilakkal jeloltiik azokat a kirakasokat, amelyek a 4 centis kirakésokbol
szarmaztak, a sziirke nyilakkal pedig azokat, amelyek a 3 centisekbdl.

54



18.

A gondolatmenet megismétlésével talalunk valaszt a kdvetkezod rad kirakasi lehetd-
ségeire: annyiféleképpen rakhato ki fehérekkel és rozsaszinekkel a 6 centis (lila)
rud, ahanyféleképpen az 5 centis és a 4 centis egylitt: 5+8=13-f¢leképpen. Hasonlo-
an adodik, hogy mindegyik tovabbi rad annyiféleképpen rakhaté ki, ahanyfélekép-
pen az 1 centivel révidebb és a 2 centivel rovidebb egyiitt. Igy a kovetkezd szamso-
rozattal felelhetiink az eredeti kérdésre:

1 2 3 5 8 13 21 34 55 89 144 233 377 610 987 .., ¢ésittméga
rudkészlet ,,foghijassaga” sem gatolja az altalanositast, hiszen a hasznalhat6 rudak
mindvégig a fehérek €s a rdézsaszinek; a 11 centis hosszusagot 144-féleképpen lehet
eldallitani, a 12 centiset 233-féleképpen stb.

Ismét hianyzik egy adat: az, hogy hany foku 1épcsésorrél van szé. Eppen ez lehet az
alapja, hogy sorra vizsgaljuk meg a megoldasokat a kisebb szamok korében, fogal-
mazzunk meg sejtést, aztan probaljunk altalanositani.

Keressen kapcsolatot az elozo feladattal!

19.* Most azok a szdmok adddnak dssze, amelyek a fehér, a rozsaszin és a piros raddal

20.

rovidebb rudak kirakésaira vonatkoznak. (Fogalmazzon meg egy-egy esetre vonat-
kozé meggondolast!
(M.:1, 2, 3, 6, 10, 18, 31, 55, 96, ..)

10 ugrassal csak gy lehet a 6-osra érni, ha 8 jobbra és 2 balra ugrast végziink. Csak
azt kell megvalasztani, hogy hanyadik két ugras legyen a balra ugras. Azaz azt kell
vizsgalni, hogy a 10 koziil hanyféleképpen lehet kivalasztani a kettot.

Elsé megoldasként sorolja fel az dsszes valasztasi lehetoséget! Tartson rendet a fel-
sorolasban!

Masodik megoldasként gondolja végig a lehetoségek szamat ugy is, hogy 10 jelet (j
= jobbra lépés, b = balra lépés) kell a lehetséges Osszes modon sorba allitani. Ko-
ziiliik 2 jel egyezo és 8 jel szintén egyezo.

Harmadik megoldas:

Gondolkodjunk ismét tigy, hogy a 10 koziil 2 sorszamot kell kivalasztani.

Az egyik sorszdmot 10-féleképpen valaszthatjuk, a masik sorszam megvalasztasa-
hoz mindegyik esetben 9-féle lehetdségiink van. Ez azt jelentené, hogy 10-9=90-féle
modon juthatunk 10 ugrassal a 6-ra. Eszre kell azonban venni, hogy ilyen médon
minden szampart kétszer sorolunk fel. (Példaul amikor az ,,egyik” sorszamnak va-
lasztottuk a 3-at, emellé felsoroltuk az 1, 2, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10 mindegyikét ,,masik”
sorszamként. De amikor az ,,egyik” a 7-es volt, akkor is soroltuk — a tobbi kozott — a
3-at.) Azaz a kiilonb6z6 sorszam-parok szama éppen a 90-nek a fele: 45.

21. A feladat hasonlit az el0bbihez, de lényeges eltérés is van koztiik. Ebben a feladat-

ban ugyanis nincs a 0-szint alatt 1épcsé (nincs pince), és nem lehet a 6. fok f61é
menni: az a lépcsdsor vége. Tehat nem lehet 1. a lefelé 1€pés és nem lehet a 2. és 3.,
¢s nem lehet utols6 (10.), st a 8. €s 9. sem. Eszerint a fenti 45 lehetdségbdl kimarad
az 1;2, 1;3, 1;4, 1,5, 1.6, 1;7, 1:8, 1;9, 1;10, a 2;3, a 2;10, 3;10, 4;10, 5;10, 6;10,
7;10, 8;10, 9;10 és a 8;9. Osszesen 26-féle ut lehetséges.
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22.

Helyes kiprdobalni, leirni a lehetséges utakat!

FITITFFFFT, FITFITFFFF, FITTFIFFEF, FITFEFIFEF, FITTFFFIFF,
FITFEFFFIF,

FEITEFFFT, fEIFITFFFF, fEIFITFFFF, fEIFEFITAS, fEIFFFFIFF,
FEIFEFFFIF,

FEELITREEF, FEFIFIEERS, FEFIFFIFTE, FEFIFTFIFE, FRFIFFAFIL,
FEEFLIFEESR, FEFFIFIEES, FEFFIFFIFR, FEFFIFFFIA,

fEEFFLIfEr, FEFEFIFIFE, FRFEFIFFIL,

FEEFEEFIIfrR, FEFFFFIFIT,

Kombinatorikus szempontbdl persze csak az a kérdés, hogy a 10 ajandék koziil
hanyféleképpen lehet kivalasztani 2-t (3-at, 4-et). Az egyes valasztasokhoz tartozik
mindig egy-egy két- (harom-, négy-) tagi 0sszeg. (Ezeket most nem soroljuk; a
gyerekeknek azonban feladatuk lehet ,,minél tobbféle” megoldast keresni!)

10 aru kozil 2-t 45-féleképpen valaszthatunk (lasd 20. feladat).

10 koziil 3 arut kell kivalasztani. Haladjunk sorban! Az elsét 10-féleképpen va-
laszthatjuk ki. Barmelyik is az els6, 9-féleképpen valaszthatjuk meg a masodikat;
ez tehat 10-9-féle lehetoség. Barmelyik volt is az elsé két aru, harmadiknak mar
csak 8-féle kozil valaszthatunk, erre tehat mindig 8-féle lehetdségiink van. Ez
10-9-8 féle valasztas.

Eszre kell azonban venniink, hogy ebben a gondolatmenetben megkiilonboztettiik
azt a 6 esetet, amikor ugyanazt a 3 arut masféle sorrendben valasztottuk. Ez éppen
az a 6 (=3!) eset, ahogyan 3 elem sorbarendezhetd. Pl. a konyv (k), edény (e) és
bluz (b) ilyen sorszamot kaphatott a vasarlas rendjében:

keb kbe ekb ebk bke bek

A kérdés szempontjabol azonban természetes, hogy ezt a hat esetet nem kiillonboz-
tetjiik meg egymastol; és barmelyik masik harom aru kiilonféle sorrendezései is
csak egy-egy lehetGséget jelentenek. Ezért a lehet6ségek szama: 10-9-8/1-2-3=120

10 aru koziil 4-et — a fenti gondolatmenetet kovetve — 10-9-8-7/1-2-3-4=210-
féleképpen lehet megvalasztani.

23. Ez azt jelenti, hogy minden gyerek ,,kihivja” mérkdzésre mind a 9 masikat. Ez tehat

24.

10-9 mérkézés. (Visszavagd nélkiil nem kiilonboztetnénk meg azt a két esetet,
amelyben ugyanaz a két gyerek jatszik, csak egyszer az egyik, egyszer a masik a
kihivo.)

Attol fiigg, hanyan taldlkoznak. Ha csak ketten, akkor ez egyetlen kézfogds. Ha
harman talalkoznak, akkor mar 3 kézfogas torténik. Négy gyerek kozott 6 kézfogas
torténik... (Abrankon o jelzi a gyerekeket, az 6sszektd vonal a kézfogast.)

v KW
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Ha négyen mar kezet fogtak egymassal, €s akkor jon az 6tddik barat, akkor mar csak
azok a kézfogasok vannak hatra, amelyeknek egyik résztvevdje az uj barat. O mind
a 4 korabban érkezdvel kezet fog: 4-gyel n6 a kézfogasok szama: 6+4=10.

Ha 6ten mar kezet fogtak, és akkor érkezik a hatodik barat, akkor csak az 6 5 kézfo-
gasa van hatra...

A legkisebb esetek is jol illeszkednek ebbe az épiilésbe: 1, 1+2, 1+2+3 Gsszeg-
alakban adodnak ezek a szdmok, ahany gyerek taldlkozik, 1-t6l kezdve annyinal
eggyel kevesebb természetes szamot kell 6sszeadni. (n gyerek esetén a kézfogasok
szama: 1+2+3+4+...+(n-1).)

Masik meggondolas:

Amikor 5 gyerek talalkozik és mindenki mindenkivel kezet fog, barmelyiket meg-
kérdezhetjiik: mindenki azt fogja mondani, hogy 6 4-szer fogott kezet. Ez pedig
5:4=20 kézfogas. Csakhogy igy megkiilonboztettiikk azt a két kézfogast, amelyben
ugyanaz a két gyerek vett részt, hiszen az egyik is szamolta az 6 0sszes kézfogasat
¢s a masik is. Minden kézfogast kétszer szamoltunk, tehat a tényleges szamuk
5-4/2=10.

Hasonloan altalaban is igaz, hogy n gyerek mindegyike n—1 gyerekkel fogott kezet.
Hogy azonban egy kézfogast se szamoljunk kétszer az n- (n—1) felét kell venni; a
kézfogasok szama: n- (n—1)/2.

25. Ha a pontok gyerekeket jelolnek, a szakaszok megfelelnek a kézfogasoknak, megta-
laljuk a valaszt az els6 keérdésre.

Nézziik a haromszogek szamat!

Egy haromszog megalkotasa azt jelenti, hogy kivalasztunk 3 pontot, s ezeket kotjiik
Ossze. Ha sorban haladunk, akkor n-féleképpen valaszthatdo meg az elsd pont, hozza
n—-1-féleképpen a masodik, €és ehhez a parhoz n—2-féleképpen a harmadik. Minthogy
azonban ugyanazt a haromszdget jelenti minden olyan valasztas, amelyben ugyan-
azok a pontok keriiltek megvalasztasra mas-mas sorrendben, hat-hat (=3!) esetet
egy-egy valasztasnak kell tekinteniink.

A kiilonboz6 haromszogek szama: n-(n—1)-(n-2)/1-2-3.
Irja le a fenti gondolatmenetet a négyszogek, otszogek esetére is!

Neéhany egyszerli esetet tablazatba foglalhatunk a kovetkezoképpen. A besotétitett
mezoket egyedileg is at lehet(ett) gondolni. A tovabbiakrdl pedig a kovetkezdkep-
pen donthetiink (elvileg mindig egyenként, de észrevehetjiik az altalanositas lehetd-
ségét is).

Pl. nézziik azt a kérdést, hogy ha 7 pont van, akkor hany négyszoget feszithetiink ki
rajtuk. (Ez a vastag vonallal koriilvett mez6 kérdése.) Tegyiik fel, hogy 6 pont eseté-
re megalkottunk minden szakaszt, haromszdget, négyszoget, 6tszoget és hatszoget.
Amikor felvessziik a hetedik pontot is, akkor a négyszogek egyik része olyan lesz,
amelynek nem cstcsa ez a hetedik, azaz a kordbbi 6 pontra illeszkedik. Ebbdl 15
volt (a tdblazat szerint). A négyszogek masik része olyan, amelynek egyik csiicsa
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éppen ez az 1j, a hetedik. Ezeknek a négyszogeknek viszont a masik harom csucsa
az elébbi 6 pont koziil vald, koztiik hataroz meg haromszoget. Ilyen négyszog tehat
annyi lesz, ahdny haromszog rajzolhato a 6 pontra: 20. gy adodik a 7 pontra rajzol-
hato négyszogek szamara a 15+20=35.

Ennyi sza./ka.sz ;forIn négy?g §u0>g hg?zo'g % % Kilenc-
pont szog szbg szog
2 1 0 0 0 0 0 0 0
3 3 1 0 0 0 0 0 0
4 6 4 1 0 0 0 0 0
5 10 10 5 1 0 0 0 0
6 15 20 15 6 1 0 0 0
7 21 35 35 21 7 1 0 0
8 28 56 70 56 28 8 1 0
9 36 84 126 126 84 36 9 1

Irja le a magyardzatit annak, hogy hogyan adédik az alsé sor 5. mezdjében a 84!

26. 5 koziil hanyféleképpen lehet kivalasztani 2-t? Es 3-at?
Ha kivalasztottunk 2-t, ez a valasztds egy hdrmas csapatot is meghataroz: azok tar-
sasjatékozhatnak, akik éppen nem pingpongoznak. Tehat a lehetdségek szdma

megegyezik: 5-4/1-2=5-4-3/1-2-3

27. 6-5/1-2=15 a kivalaszthato parok szama, 6-5-4/1-2-3=20 a kivalaszthatd harmasoké.
A négyes csapatok szama megegyezik a parok szamaval: 6-5-4-3/1-2-3-4=6-5/1-2.

Az ilyen kivalasztasok szamara adodo osszefiiggés formailag két szorzat hanyado-
sa. Ha 6 elem koziil kell valasztani pl. 4-et, akkor a szamlalo 4-tényezés szorzat: 6-
tol kezdve lefelé az els6 négy természetes szam szorzata, a nevezé pedig 4!. Ha a
tortet bovitjiik ugy, hogy a szamlaloba 6! Keriiljon, akkor igy alakul a hanyados
(a roviditések miatt egyszeriibb lejegyzéssel, de a kiszamitas szempontjabol az
elobbi alak az egyszeriibb): 6.5.4.3 6.-5.-4-3.2.1 6!

1.2.3-4  1.2.3-4.2.1 42

6
Ezt a hanyadost szokas igy jelolni: (4 ) olv.: 6 alatt a 4.

28.11:2:3

I
ol
o

7:8 9| A szelvényen 2 (3, 4, 5) szamot kell megjeldlni, ennyit hiiznak a sorsolason.
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a) A 9-es szelvényen [2] = % =36 -féleképpen lehet 2 szamot athazni. (Egy szdmot 9-
féleképpen valaszthatunk meg, mellé a masikat 8-féleképpen. Igy azonban minden
szampart kétszer szdmoltunk; pl. a 3-as mellé vélasztottuk a 7-est és a 7 mellé a 3-
ast is. Amikor athtizunk 2 szamot, akkor két-két ilyen eset természetesen azonos, hi-
szen mindegy, melyiket jeloltiik meg elsének, melyiket masodiknak.) Erdekes lehet
felsorolni az 0sszes valasztasi lehetoseget.

A harminchatféle kitdltésbol természetesen csak 1 lehet ,.telitalalatos™.

Allapitsuk meg az 1 talalatosok szamat! Lehet, hogy a kisebbik kihiizott szam van
megjeldlve és a nagyobbik nem, hanem helyette a tobbi 7 szam valamelyike, lehet,
hogy a nagyobbik szam van megjelolve, a kisebbike nem, hanem ehelyett a tobbi 7
koziil egy. Ez tehat 2 szer 7-féle kiilonbozd kitoltés: 14 kitoltés.

A tobbi 21 szelvény 0 taldlatos. Ezek szdmat igy is szamolhatjuk. Ha egyik kihtzott
szam sincs megjelolve egy szelvényen, akkor mindkét athuzott szam a tobbi 7 koziil
valo. 7 koziil 2-t [;j = I—s = 21-féleképpen lehet kivalasztani.

Ha pl. 1 petakba keriil 1 szelvény, és a Szerencsejaték Rt csak a befolyt 6sszeg har-
madat teszi zsebre, akkor 36 szelvény utdn 24 petdk oszthatd szét. Kapja meg az 1
talalatos szelvény tulajdonosa az 1 petak nyereséget (ez 14 petdkot jelenthet, ha
mindenféle lehetdségbdl éppen egy kitdltés befut a 36 szelvény koziil), a tobbi 10
petak pedig legyen a 2 taldlatos nyeresége. (TObb megvasarolt szelvény esetén is le-
het tartani ezeket az aranyokat. Természetesen lehet mas aranyban is szétosztani a
befolyt pénzt, pl. 1,5 petdkot adni az 1 talalatért, s akkor csak 3-at fizetni a 2 taldla-
tért — bar ez nem igazan vonzo a telitalalatos szelvényért, az 1 talalatosok vonzobb-
nak érzik a jatékot stb.)

Hasonléan gondolhaté ki mas tipusu szelvényeknél is, hogy miképpen fizessen a
bank: kiszamitjuk, hanyféle kiilonb6zd szelvény tolthetd ki, megallapitjuk hogy koz-
tilk mennyi a 0, 1, 2, 3, ... talalatosok szama, és aztan mérlegeliink: melyik mennyit
fizessen, hogy a banknak megérje mitkddtetni a jatékot, a jatékosokat pedig vonzza
a nyerési esély.

A b —d esetek és a 6-os lottoszelvény eseteit az Olvaso gondolja végig hasonloan; itt
csak a lehetdségek szamait irjuk le.

9-es szelvényen 3 szamot (2}:%:84 -féleképpen lehet kivalasztani. 3-talalatos
szelvény csak 1 van a 84-féle kitoltés kozott. A 2 taldalatosok szamat igy szamithat-
juk: a 3 kisorsolt szam koziil 3-féleképpen jeldlhettiink 2-t (3-2/1-2), mindegyik eset-

ben a ki nem sorsolt 6 szam valamelyikét jeloltiik hozza harmadikkeént: tehdt 3-6=18
kiilonbozo 2 talalatos szelvény van a 84 kozott. Azokon a szelvényeken van 1 taldlat,
amelyeken a 3 kisorsolt koziil 1-et jeloltiink (erre 3-féle lehetoség van), és a 6 ki nem
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sorsolt koziil jeloltiink 2-t (6-5/1-2=15-féle lehetdség); tehat 3-15=45 szelvényen
van pontosan 1 taldlat a 84 kiilonbozo szelvéeny kozott. A maradék 20 szelvény 0 ta-
ldalatos. A 0 talalatos szelvényen mind a 3 megjelolt szam a 6 ki nem sorsolt koziil

3) 1.2-3
latos szelvényekre, nem fizet az 1 taldlatosoknak, de ,,vigaszdijat” ad a 0 taldlatos
szelvényre.)

valo: (6] _8:54 o, (Lehet, hogy a bank most akkor jar jol, ha fizet a 3 és 2 tala-

A 9-es szelvényen 4 szamot (?J = ig;i =126 -féleképpen lehet kivdlasztani. 4 tald-
latos szelvény 1 van koztiik, 3 talalatos 4-5=20, 2 taldlatos 6-10=60, 1 talalatos

4-10=40 és 0 talalatos 5.

9) 9-8.7-6-5

A 9-es szelvényen 5 szamot ( j =126 -féleképpen lehet kivalasztani. 5 ta-

5/ 1.2.3-4-5
lalatos szelveny 1 van koztiik, 4 talalatos 5-4=20, 3 taldlatos 10-6=60, 2 taldlatos

10-4=40, 1 talalatos 5-1=35, és 0 talalatos nincs (hiszen ehhez a ki nem sorsolt 4 ko-
ziil kellene 5-6t megjelolni!).

A 6-os szelvényen 2 szamot (2}:%:15 -féleképpen lehet kivdlasztani. 2 taldlatos

szelvény 1 van koztiik, az 1 taldlatosok szama 2-4=8, a t6bbi 6 szelvény 0 taldlatos.

A 6-o0s szelvényen 3 szamot @J:%: 20-féleképpen lehet kivalasztani. 3 talala-
tos szelvény 1 van koztiik, 2 taldlatos 3-3=9, az 1 taldlatosok szama szintén 3-3=9 és
0 talalatos 1.

A 6-os szelvényen 4 szamot 6)_6-5-4-3
4) 1.2-3-4

latos szelvény 1 van koztiik, 3 taldlatos 4-2=8, a 2 taldlatosok szama 6-1=6, de mar
1 és 0 talalatos nem lehet.

=15-féleképpen lehet kivilasztani. 4 tala-

A 6-os szelvényen 5 szamot 6-féleképpen lehet kivalasztani. 5 taldlatos szelvény 1
van koztiik, a tobbi 5 szelvény 4 talalatos.

29. Az 6tos lottoszelvényen 90 szam kozil kell jelolni 5-6t. Ahhoz, hogy biztosan le-
gyen telitaldlatos szelvény, az Osszes lehetséges mdodon ki kellene tolteni egyet. Ez
[90]:90-89-88-87-86

=43 949 268-féle kitoltést jelent, azaz csaknem 44 millié
5 1.2-3-4-5

szelvényt kellene kitolteni.
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30. Az aut6s kartyacsomagban 4-3-2=24 lap van. A negyede, azaz 6 lap piros, 6 sarga,
6 z61d és 6 kék; a harmadan, azaz 8 lapon személyauto lathatd, 8-on teheraut6 és 8-
on versenyauto; az autdk fele, 12 jobbra nézd €s 12 balra nézo.

a) 24 lap kozil 2-t (ha csak az fontos, hogy mi kertil a keziinkbe)

@‘j _ _2;‘ ' 223 _ 276-féleképpen lehet kivenni.

3-at [ 2422423225004 feleképpen,
3 )" 123

4t [24]22428:22:21_ 14 696 feleképpen,
4 1-2-3-4

5ot (4] 24:23-22.21.20_ 45 504-féleképpen,
5 1.2-3-4-5

6-ot [ 24| 24:23:22:21-20-19 134 596 _f]cképpen
6 1.-2-3-4-5-6

7t 24 _ 24.23-22-21-20-19-18 _346 104-féleképpen
7 1.2.3.4.5.6.7
8 1.2.3.4.5.6.7-8

(Ha fontos lenne a sorrend is, akkor megkiilonboztetiink minden part (harmast, né-
gyest...), amelyekben ugyanazokat a lapokat mas sorrendben huztunk, ezért a lehe-
toségek szdmat nem kell elosztanunk a lapok Osszes sorrendezésének szdmaval:
mindegyik megoldasban elmarad a tortek nevezdje.)

b) 4 lapot, hogy mindegyik lap piros legyen, ugy lehet venni, ha mind a négyet a 6
6-5-4-3 6-5-4.3-2-1
1.2:3-4 1.2:3:-4-2-1
fontos a huzas sorrendje). Ha a sorrend is fontos, akkor 6-5-4-3=360-f¢le lehet6ség
van.

piros koziil vessziik. Erre =15-f¢le lehetdség van (ha nem

8-7-6-5
1.2.3-4
féleképpen tehetjiilk meg. (1680-féle lehetdség lenne, ha érdekel az is, hogy milyen
sorrendben kertiltek a keziinkbe a lapok.)
12-11-10-9
1.2.3-4
e) Csak azzal az esettel foglalkozzunk, amikor nem érdekel benniinket a huzas sor-
rendje, csak az, hogy mely lapok vannak a keziinkben!

c) A 8 személyautd koziil kell mind a 4-nek kikeriilnie, ezt

d) =495-féleképpen, (illetve 11 880-féleképpen).

Az a feltétel, hogy ,,legyen a 4 kivett lap kozott sarga lap” azt jelenti, hogy legyen
1 sarga, vagy 2 sarga, vagy 3 sarga vagy mind a 4 sarga legyen.
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Pontosan 1 sarga akkor keriil a keziinkbe, ha a 6 sarga koziil huztunk 1-et (erre 6-
féle lehetdségilink van), a tobbi 3 lapot a 18 nem-sarga koziil vettiik, erre pedig —
18-17-16
1.2-3
sarga 6-816=4896-f¢leképpen keriilhet a keziinkbe.

Pontosan 2 sarga — ez azt jelenti, hogy 2 lap a 6 sarga koziil valo, 2 lap a 18 nem-

6-5 18.17
sarga koziil. A lehetdségek szdma: 12 12 15-153=2295.

mindegyik sarga lap mellé — =816-féle lehetdségiink van. Pontosan 1

418 fele-
2-3

Pontosan 3 sarga — azaz 3 a 6 sarga koziil, 1 a 18 nem-sarga koziil

képpen, azaz 360-féleképpen lehet.
4 sarga (a b) feladat szerint) 15-féleképpen lehet.

Osszesen tehat 4896 + 2295 + 360 + 15 = 7566-féleképpen lehetséges, hogy a 4
lap kozott lesz sarga.

Masik meggondolas:

Ezt a kérdést konnyebb tgy megvalaszolni, ha mar tudjuk, hogy egyaltalan 4 lapot

10 626-féleképpen vehetiink ki a 24 koziil, és csak azt szamitjuk, hanyféleképpen

hazhatunk Ggy, hogy ne legyen sarga koztiik. Tehat a 18 nem-sarga koziil hanyfé-
18-17-16-15

leképpen vehetiink 4-et. Erre 1232 3060 lehetdség van.

A tobbi 10 626 — 3060 = 7566 esetben van sarga a 4 lap kozott.

31. A piros €s a sarga szogletes lapok szdma 2-2-2-2=16, mert mind a 4 tulajdonsagbol
2-féle van a készletben.

a) Barmelyik lapot valasztjuk, téle akkor tér el 1 tulajdonsagban egy masik lap, ha
a 4 tulajdonsag koziil éppen 1 kiilonbozik a lap ilyen tulajdonsagatol, a tobbi 3
megegyezik. Kiilonbozhet csak a szinben, csak az alakban, csak a méretben
vagy csak a lyukassagban. Ez 4 lap.

A 2 tulajdonsdgban eltér0k szama annyi, ahdnyféleképpen a 4 tulajdonsagbol
kivalaszthato kettd: 6 ilyen lap van.

3 tulajdonsagban eltérd annyi lesz, ahanyféleképpen kivalaszthato a 4 tulajdon-
sdgban az a 3, amiben kiilonbozik, vagy az az 1, amiben megegyezik a kivalasz-
tott laptol. Ezek szama ismét 4.

4 tulajdonsagban csak 1 lap kiilonbozik éppugy, ahogy 0 tulajdonsagban is. Va-
lasszon ki egy lapot! Gyljtse kiilon azokat, amelyek 1 tulajdonsadgban kiilon-
boznek tdle, kiilon azokat, amelyek 2 tulajdonsagban térnek el tdle, kiilon a 3 és
kiilon a 4 tulajdonsagban eltérdket!
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b) Ha egy 0 tulajdonsag is megkiilonboztethet két lapot egymastol, akkor a kiva-
lasztott laptdl 0, 1, 2, 3, 4, 5 tulajdonsagban eltérék szdma igy fog alakulni:

Ennyi tulajdonsagban eltérok 0 1 2 3 4 5

Szdma 1 5 10 10 )

c) A nem lyukas lapokbol fele annyi van, mint az a) készletben, és csak 3-féle tu-
lajdonsag kiilonboztethet meg két lapot. Igy a fenti tablazat eszerint alakul:

Ennyi tulajdonsagban eltérok 0 1 2 3
szama 1 3 3 1

d) Mas iranyu kiterjesztést jelentene pl. ha egy-egy tulajdonsagnak nemcsak 2 ér-
téke lenne, hanem 3 4 vagy még tobb. (Ilyenkor nem csak azt kell meggondolni,
hogy hanyféleképpen valaszthatjuk meg az eltérd tulajdonsag-fajtat, hanem azt
is, hogy pl. abban a tulajdonsagban eltérd lapbol van 2, 3 vagy még tobb is.

PL. a gyerekek kezében levo logikai készlet 48 lapjat 4-féle tulajdonsag hatarozza meg, de 4 szin
van ¢és 3 forma. Egy kivalasztott laptol tehat lyukassagban illetve méretben eltérd lap itt is
csak 1-1 van, de alakban kiilonboz6 2, szinben eltérd pedig 3. 1 tulajdonsagban 7 lap kiilonbo-
zik egy-egy laptol.

A 2 tulajdonséagban eltérdk szamat igy szamolhatjuk: Ha az egyik tulajdonsag a méret, akkor a
masikat 1+2+3-féleképpen valaszthatjuk meg (a lyukassagot, a 2 format vagy a 3 szint). Ha az
egyik tulajdonsag a lyukassag, akkor mellé keriilhet a forma €s a szin (a mérettel mar parositot-

tuk), ez még 2+3 lehet6ség. Ha az egyik tulajdonsag a szin, a masik a forma, ez 2-3 tulajdonsag-
pérositast jelent. Osszesen tehat 17 lap van, amely 2 tulajdonsagban tér el a kivalasztottol.

Ha 3 tulajdonsagban tér el, ez a harom lehet a méret, lyukassag és alak
a méret, lyukassag és szin
a méret, alak és szin
a lyukassag, alak és szin
A méretben, lyukassagban és alakban eltérok szdma 2,
a méretben, lyukassdgban és szinben eltérok szdma 3,

a méretben, alakban és szinben eltérdk szama 2-3=6

a lyukassagban, alakban és szinben eltérok szama 2-3=6
Osszesen 3 tulajdonsagban 17 lap kiilénbozik a vélasztottol.
4 tulajdonsagban kiilonbozik a méretben és lyukassagban eltérd 2-féle alaku és 3-féle szinii 6 lap.

32. a) Ha 3 kettes all rendelkezésre az épitéshez, akkor 4-féleképpen donthetiink arrol,
hogy a felépitendd szamba hany 2-es tényez6 keriiljon: 0, 1, 2 vagy 3. Mindegyik
esetben 0 vagy 1 3-as tényez6t tehetiink bele, minden ilyen esetben 0, 1 vagy 2 5-
0s tényezOt tehetiink, és tjabb dontésként barmelyik esetben 0 vagy 1 11-es ténye-
z6t tehetiink az épitendd szamba. Igy a lehetséges ,,épitmények” szama: 4-2-3-2 =
48. (Koztik van az a szam is, amelyben 0 2-es, 0 3-as, 0 5-0s ¢és 0 11-es van, ezt
tekintsiik az 1-nek.)

(Lasd a kdvetkezd oldal tablazatat!)
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2-esek szama

3-asok szama

5-0s0k szama

11-esek szdma A SZAM

0 db 5-6s 2 111

0 db 3-as 1 db 5-6s 0 -

2 db 5-65 0 7

0db 2-es 0 db 5-6s 0 H
1 db 3-as 1db 5-6s 2 11655

2 db 5-6s 0 =

0 db 5-6s T =

0 db 3-as 1 db 5-6s 0 0

L db 20 2 db 5-5s 0 =
0 db 5-6s 0 =

1 db 3-as 1db 5-65 0 =
2 db 5-6s 0 =

0 db 5-6s - 7

0 db 3-as 1 db 5-0s 0 o

. 0 100

2 db 2-es 256 ; —
0 db 5-6s 1 132

1 db 3-as 1 db 5-8s 0 =

2 db 5-6s 0 o

0 db 5-6s (1) 888

0 db 3-as 1 db 5-5s : =

. 0 200

3 db 2-es 2 5-?8 (1) 2320
0 db 5-0s 1 264

1db 3-as 1db 5-6s 0 o

2 db 5-6s 0 =

Erdemes a tablazatot ugy is elkésziteni, hogy a felhasznalhato primtényezoket
csokkend sorrendbe allitjuk, mert igy konnyebben figyelhetjiik meg az elkészitett
szamok kapcsolatait. (Lasd a kovetkez6 oldalt!)
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11-esek szama  5-0s0k szama 3-asok szama 2-esek szama A SZAM

0 1
1 2
0 2 2
o 3 2
1 6
1 2 12
3 24
0 5
0 1 10
2 20
3 40
0db 1 5 5
1 1 30
2 60
3 120
0 25
1 50
0 2 100
3 200
2 0 75
1 1 150
2 300
3 600
0 11
0 1 22
2 44
3 88
0 33
0 1 1 66
2 132
3 264
0 55
0 1 110
2 220
1db 3 440
0 165
1 330
1 1 2 660
3 1320
0 275
0 1 550
2 1100
3 2200
0 825
2 1 1 1650
2 3300
3 6600

b) A lehetdségek szaman nem valtoztat, ha masik primtényez6bdl van ugyanannyi,
mint az eldbbi készletben. Készitse el az Olvaso az 0 tablazatot két 2-es, harom 3-
as, egy 7-es és egy 17-es felhasznalasaval!

33. 100-as létszamu évfolyambol az elsé 20-as csoportot (120(? ) féleképpen valaszthat-
juk ki. A maradék 80 koziil a kovetkezd 20-f0s csoportot (28) féleképpen, a ko-
vetkezd csoportot (gg) féleképpen, a kovetkezot (gg) féleképpen, €s az utolso6 va-

lasztasra ( gg )=1-féle lehetdség marad. Ezek szorzata adja az Osszes lehetdséget
akkor, ha az is fontos, hogy melyik csoportot fogjuk 1.-nek, 2.-nak, 3.-nak, 4.-nek
¢és 5.-nek nevezni. Ha ez nem fontos, akkor az 5 csoport sorrendezéseinek szama-
val (5!-sal) kell a szorzatot elosztani.

65



34. Vegyiik sorra a rudakat!

A fehéret 1-féleképpen lehet kirakni: f

A rozsaszint 2-féleképpen: ff, r

A vildgoskéket 4-féleképpen: ftf, fr, rf, v

A pirosat 7-féleképpen: ffr, frf, rff, fv, vf, rr, p

A citromsargat 11-féleképpen: ftv, fvf, vft, frr, rfr, rrf, {p, pf, rv, vr, ¢

A lilat 16-féleképpen: fip, fpf, pff, frv, fvr, rfv, rvf, vir, vrf, 11, fe, cf, rp, pr, vv, 1
A feketét 22-féleképpen: ffc, fcf, cff, frp, fpr, rfp, rpf, pfr, prf, fvv, viv, wi, rrv,
rvr, vrr, fl, If, rc, cr, vp, pv, fek.

Eddig azt lehet megfigyelni a kapott szdmsorozatban: 1, 2, 4, 7, 11, 16, 22, ...,
hogy a kiilonbségsorozat 1-t61 kezdoddoen egyesével novekszik. (Mindig 1-gyel
tobb a kiilonbség.) Vajon lehet, hogy tovabb is ilyen szabalyszeriiséget fog mutatni
a lehetdségek szama? Van-e valamilyen megmagyarazhatd oka az ilyen noveke-
désnek? Picit még pontosabban megfogalmazva: annyival novekszik a lehetdségek
szdma, ahany egységnyi az el6z6 rad hossza. (Pl. a 7 cm-es rud kirakésainak szdma
annyi, mint a 6 cm-es rud kirakasainak szama + 6.)

1 darabbdl barmelyik rudat 1-féleképpen lehet kirakni: dGnmagaval.

2 darabbol 1-gyel kevesebb féleképpen, mint ahdny egységnyi a rud, hiszen elso-
nek barmelyik nala kisebb rad szerepelhet — amit kiegészitiink egy masikkal.
Mindegyik rudra igaz, hogy 1-gyel kevesebb nala kisebb rud van, mint ahany egy-
séget 6 képvisel.

3 darabbdl annyiféle kirakéas készithetd, ahanyféleképpen 2 helyet kijelolhetiink a
rad egységnyi osztaspontjai kozil. Példaul a 7 cm-es rud esetén 6 egységnyi 0sz-

taspont van; 6 koziil 2 helyet ( g )=15-féleképpen lehet kivalasztani

1. 2. 3. 4 5 6

Ha most ezt az utdbbi észrevételt kiterjesztjiikk a 2-darabos kirakasokra és az 1-
darabosra is, akkor azt is megfogalmazhatjuk, hogy mindegyik n hosszusagu rud
ilyen kirakasainak szdma

n-1 n-1 n-1
() +(H + (%)
Nézziik most ezeket az értékeket azokra a konkrét szdmokra, amiket centiméterek-
ben kifejezve a rudak képviselnek!
f.  1+0+0
1+1+0
1+2+1
1+3+3
1+4+6
. 1+5+10
ek.: 1+6+15

0o < =

— —
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35.

36.

A 25. feladat megoldéasa sordn készitettlink tablazatot — az un. Pascal-haromszoget
—, amelyben az ilyen kivalasztasok szamat gytijtottiikk. Ott megfigyelhettiik, hogy a
tablazat els6 oszlopaban mindig 1 4ll, a tébbi szamot pedig a felette alld szam és az
ettdl balra allo6 szam Osszegeként kapjuk. Tehat pl. két sor els6 harom szadma igy
keletkezik a megel6z06 sor szamaibdl:

1 : 5 10
1 6 15 1, 145, 5+10

azaz éppen az 1+5 szerepel kétszer a harom szam 0sszegében, ami az 1 egységgel
rovidebb rud hossza.

Ahdny osztoparja van. Az osztok a primtényezok segitségével épithetok fel. (1-96,
2:48, 3-32, 4.24, 6-16, 8-12; azaz 6 kiilonbozo téglalap van. A 96 prim-
hatvanytényezés szorzatalakja: 2°-3; a 32. feladat szerint 6-2 az osztdk szdama, ez 6
parba rendezheto)

A 2160 prim-hatvanytényezés szorzatalakja: 2*3%5; a kitevéknél mindig 1-gyel
nagyobb a valasztdsi lehetoségek szama arra, hogy arrol a tényezorol hogyan
donthetiink. A kitevoknél 1-gyel nagyobb szamokat osszeszorozva kapjuk a osszes

osztoinak a szamat: 5-4-2=40. Ebbol pedig 20 par alkothato. Ennyi lesz a kiilonbo-
z0 teglalapok szama.

Ahany olyan szamharmast ossze lehet allitani a szam osztoibol, amelyek szorzata
kiadja a szdmot. 360 = 23-3%.5; a primtényezékbdl alkothaté osztok szdma
4.3.2=24. Ezek: 1, 2, 3,4, 5, 6, 8, 9, 10 12, 15, 18, 20, 24, 30, 36, 40, 45, 60, 72,
90, 120, 180, 360. Ha most lekétjiik az egyik tényezot, akkor a 360-at ezzel eloszt-
va, a hanyadost mar csak 2 tényezos szorzatra kell bontani.

Legyen az egy tényezo az 1, akkor a masik kettot a 360/1=360 osztoparjai képezik:
ez 12 lehetdség. Ha az elsonek megvalasztott tényezé a 2, akkor a 180 osztoparjai-
nak szama adja meg a kovetkezo lehetoségek szamat. A 180-nak 18 osztoja van,
tehat olyan 3-tényezos szorzat, amelyben egy tényezé a 2-es, 9 db van,; koziiliik
azonban mar szamba vettiik azt az egyet, amelyben szerepelt az 1-€S tényezokent,
tehat 8-at kell csak szamolnunk. Ha az elsének valasztott tényezé a 3, akkor a 120
osszes osztoit keresve azokat a parokat kell szamolnunk, amelyekben nem tényezo
sem az 1, sem a 2. (16 osztobol 8 part képezhetiink, koziiliik 2 olyan van, amit madr
szamoltunk) ... A gondolatmenetet folytatva eljutunk a megoldashoz: 32 ilyen tég-
latest épitheto.

37. Az a) és b) feladatot csak az kiilonbozteti meg egymastol, hogy a b)-ben szerepel a

0 is. Ez a tény azt jelenti, hogy ez utobbi feladatban a szam elso jegyeként eggyel
kevesebb szamjegy johet szoba. A c) feladatban az egyezé szamok modositanak a
lehetoségek szaman.

Az els6é haromjegyii szam megalkotdasdahoz 7 szam koziil kell sorban megvalasztani
3-at, a masodik haromjegyiih6z a megmaradt 4 koziil kell valasztani 3-at. Azok az
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38.

39.
40.
41.

42.

43.

esetek lesznek itt azonosak, amikor ugyanazt a két haromjegyiit képezziik, csak
egyszer az egyik haromjegyiit elobb, aztan a masikat. Ezért az elobb kapott leheto-
seg-szamot meg kell felezni.

Az a)-ban 2520, a b)-ben 1800 a lehetbségek szama, a c)-ben 372.

4 piros, 2 sarga és 1 zold goly6 koziil htizunk ki harmat.

a) Jeloljik a szineket a kezddbetiijlikkel! A lehetéségek a kovetkezok:
PPP., PPS, PPZ, PSS, psz, SSz.

b) Ahol a harom goly6 azonos szinii, ott a sorrendeket nem lehet megkiilonboztet-
ni. Ahol 2 egyforma és 1 mads, ott haromféle sorrend van (hiszen az 1 kiillénb6z6
harom sorszamot kaphat), ahol pedig mind kiilonb6z0, ott 6 kiilonféle sorrendet
kiilonboztethetiink meg. Igy a lehetéségek szama: 1+3+3+3+6+3=19.

¢) gy minden hiizasra haromféle lehetéségiink lesz: p, s vagy z akad a keziinkbe.
A lehet6ségek szama 27 (=3-3-3).

9
27
8

A 27 haromjegyli szamot legszebben térben, egy 3x3x3-as kocka egységkockaiban
lehetne elhelyezni. Pl. egy-egy rétegbe azok a szamok keriilnének, amelyekben
ugyanannyi a szazasok szama, s az egymas ala keriil6 harom szam csak a szadzasok
szamaban térne el egymastol.

222 | 223 | 225 322 | 323 | 325 522 | 523 | 525

232 | 233 | 235 332 | 333 | 335 532 | 533 | 535

252 | 253 | 255 352 | 353 | 355 552 | 553 | 555
alsoé réteg koz€pso réteg felso réteg

Mas elrendezést hoz létre egy 3x3x3-as fa; ha nagysag szerint névekvo rendet aka-
runk létrehozni, akkor az alsé agak a szdzasok, a kozépsO agaz a tizesek, a felsd
szamok az egyesek szerint rendeznek (a szamjegyeket is nagysag szerinti rendben).

A 3 csik azt is jelenti, hogy szomszédos csiknak nem vélaszthatjuk ugyanazt a
szint. Tehat az alsé csik megfestéséhez hdromféle valasztasunk van, barmelyik
esetben 2-féle sziniire festhetjiik a masodik csikot, s barmilyen a kdzépsé csik szi-

ne, a masik két szin szerepelhet a felso csik szineként. Ez 3-2-:2=12 lehetdség.

68



44. A harmadik csik szinét mar nem valaszthatjuk meg: olyannak kell lennie, amilyen

45.

46.

47.

48.

szin nem szerepelt az also és kdzépso csikon. 3-2-1=6-f¢le lehetdség.

Ha fontos az is, hogy milyen sorrendben keriilnek egymasra a gombocok, akkor
mind a harom gomboc kivalasztasdra — a masik kettotdl fiiggetleniil — 3 lehetdség

van; az 6sszes lehetdség szama: 3-3-3=27.

Ha pl. talba mérik ki a gombocokat (nem tolcsérbe) —, s ezért mindegy, milyen sor-
rendben adagoltak —, akkor lehet mindhdrom gombdc azonos fajta: ez harom lehe-
téség (ccc, mmm, cscscs). Lehet 2+1-es — ez 6-féle lehetdség, hiszen haromféle-
képpen vélaszthatd meg az, hogy mibdl legyen 2 gomboc, mindegyik esetben két-
féleképpen valaszthatjuk meg a toliik kiilonb6zé gombocot. Végiil lehet mind a ha-
rom kiilénbdz6 — ez pedig egyetlen lehetéség. Osszesen 10-féle valasztasunk van.

A felhasznalhato szinek szama
1 2 3 4 5
1 1 2 3 4 5
szintjei- 3 1 8 27 64 125
nek szama
1 16 81 256 625
5 1 32 243 1024 3125
A felhasznalhato szinek szama
1 2 3 4 5
1 1 2 3 4 5
szintjei- 3 1 2 12 36 80
nek szama
1 2 24 108 320
5 1 2 48 324 1280

(A masodiktdl kezdédéen mindegyik szinten 1 szint nem hasznalhatunk az adottak
kozil: azt, amelyik az el6z0 szint szine.)

,»3zOnak” most mindenféle betilicsoportot elfogadunk akkor is, ha a magyar nyelv-
ben ennek nincs jelentése. (Kisiskolds korban szo6lhat a feladat egy mesterségesen
megalkotasra varo nyelv lehetséges szavairdl.)

Az elsO betli megvalasztasara 24 lehetdségiink van, a masodikra 14 (fiiggetleniil az
elsd betlitdl), a harmadikra 24, a negyedikre 14 és az 6todikre 24. A lehetdségek

szama tehat: 243-142= 2 709 504

69



49. Az ,azonos szerkezet” megnyilvanulhatott a megoldasok hasonlé gondolat-
menetében. Sokszor segithet a tdblazat vagy fadiagram a szerkezet megértésében.
A megoldott feladatok ujragondolasa szerkezetiik szerint segitheti a legfébb kate-
goriak kialakulasat.

Pl. azt, hogy a kiilonb6z6é elemek sorrendezéseinek (permutdcidinak) szamat
hogyan szamithatjuk,

hogyan vehetjiik figyelembe, ha tobb megkiilonboztethetetlen van az elemek
kozott (ismétléses permutaciok szama);

hanyféleképpen lehet 2, 3, 4... elemii sorozatot képezni, ha 1, 2, 3, 4... kiilonbo-
z0 elembdl valaszthatunk minden alkalommal (ismétléses variaciok szama),

¢s hogyan alakul a sorozatok szama, ha a kordbban hasznalt elem nem valaszt-
hato Gjra az adott sorozatban (ismétlés nélkiili variaciok szama);

hogyan vehetjiik figyelembe, ha csak a sorozatba keriil elemek fontosak, és a
sorrendjiik nem érdekes, azaz hanyféleképpen valaszthatunk adott elemszamu
részhalmazt adott halmazbol (ismétlés nélkiili kombinacidk szama).

50. P¢ldaul gylijtse Ossze az alsd tagozatos tankonyvesaladokbdl azokat a feladatokat,
amelyekben 3 kiilonb6z6 elem sorrendezéseinek szamat allapitjdk meg a gyerekek,
illetve ezeket a sorozatokat allitjak eld!
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