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GONDOLKODASI ES MEGISMERESI
MODSZEREK

»Dolgokra gondolj, »Minden, mi tanittatik,
ne szavakra!” az valosag legyen!”
(Holmes) (Bolyai Farkas)

A gondolkodasrol

A halmazokkal valo foglalkozas funkcioja kettds. Egyrészt gondolkodasunk alapjat
képezi, masrészt szamfogalmat, miivelet-fogalmakat épitiink fel a segitségével. Ebben
a fiizetben csak az eldbbi szerepérdl lesz szo.

Jegyezziik meg mindjart, hogy nem tanitjuk a halmazokat, nem tanitunk halmazel-
méletet, veliik valo miiveleteket. Nem haszndljuk a szakkifejezéseket, hiszen szervezett
tevékenységeink nem ismeret-céluak, hanem gondolkodasfejlesztés a szerepiik.

— A két talcan ugyanannyi narancs van — mondta a tanitd néni az elséseinek, és
eléjlik tette ezt a két talcat. — Mit gondoltok, hdny szem narancs van a kosarkam-
ban?

Zs6fi1 volt az elsd, aki tudta, hogy 3.

— Honnan tudod? — prébalta a tanitond kicsalogatni Zso6fibol a megoldas
modjat, csodalkozast tettetve.

— Hat kitalaltam! — vagta ra biiszkén a kislany.

— Honnan tudtad kitalalni? —

— A fejembdl! — volt a hatarozott vélasz.

Nagy valosziniiséggel valoban csak kitaldlta, pontosabban: odaképzelte a kosarkéaba,
ami az 0tbdl hianyzott, és a képpel egyiitt ,,latta”, hogy ugy egyiitt valéban 5 az.

Piaget és Inhelder vizsgalata szerint a gondolkodasunkrél csak 7-11 éves korban
tanulunk meg gondolkodni, bar ebben nagy egyéni eltérések lehetnek. Azaz egy kis-
iskolas 6nmaga nem tud szamot adni arrél, hogy egy problémat hogyan oldott meg. Ez
a tény azzal all osszefiiggésben, hogy nem képes altalaban megforditani a gondolkodas
miveleteit, tehat nem képes visszatérni egy megeldz6 allapothoz. S6t talan ilyen mi-
veletek nem is léteznek még a szdmdara, hanem bizonyos ,,panelekkel” gazdalkodik,
amelyek néha szerencsésebben illeszkednek az adott helyzethez, maskor kevésbé.

Sok esetben azonban nemcsak a kisgyerek nem tud szdmot adni arr6l, hogy mi
ment végbe a fejében, hanem mi, felnéttek sem tudunk akarcsak valoszintisithetd le-
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irast sem adni rola. Sok mindenrdl tudhatunk e téren neves pszicholégusok, matemati-
ka-pedagdgusok kutatasai nyoman, de az egyedi esetek megitélésében, az egyedi prob-
1émak segitésében (az alapvetd elméleti ismeretek mellett) mindenkinek szamos meg-
figyelésre, személyes tapasztaldsra is sziiksége van.

De hogyan szerezhetiink tapasztalatot arrol, hogy mi megy végbe a gyerek fe-
jében, ha 6 nem tudja elmondani? Hogyan értheti meg a kisgyerek a sajat gondol-
kodasat? Hogyan tudatosithatjuk benniik a gondolkodasi folyamatokat, ha nem
akarjuk becsapni magunkat, és nem adjuk szajukba a sz6t? Vagy hogyan segithetjiik
Kiépiilni ezeket a gondolkodasi miiveleteket?

Mind a négy kérdésre azonos valaszt talalunk: ,,targyiasitsuk” a problémakat és
a probléma-megoldasokat; agyazzuk valosagos, targyi tevékenységbe a gondolko-
dasi folyamatokat. Ennek két fontos eredménye lesz a gondolkodas fejlédésében. A
targyi tevekenységek egyik szerepe, hogy majd gondolati tevékenységekké interioriza-
lodnak (azaz ezek a testi, manualis cselekvések képezik a tapasztalati alapot a gondola-
ti miveletekhez). Masrészt a gondolatok ,.kivetiilnek™ a targyakkal végzett tevékeny-
ségekbe a kisgyerek elé. Lathatova, mobilizalhatova, ezért megérthetové valik szamara
¢s az Ot figyel6 felnott szamara is az, ami a fejében végbemegy.

A gondolkodasi folyamatok koziil most csak kettordl lesz szo, a fogalom alakula-
sanak folyamatarol és a fogalmak kozti kapcsolat-rendszerek, osszefiiggések, a
szkémak alakulasardl. (Skemp: A matematikatanulds pszicholdgidja; 1975. Gondo-
lat.).

Kiilon fejezetet érdemel a gondolkodas kiilonféle ,tipusainak™ vizsgalata. Gondolkod-
nunk Kkell az alkoto gondolkodasrdl, a problémamegoldo gondolkodasrol, ennek kapcsan az
analogias és az algoritmusos gondolkoddsrol az osszefiiggés-felismero gondolkodasrol. Bar
ezek épitenek bizonyos logikai elemekre, logikai folyamatokra is, nem sorolhatok a ,,logikus
gondolkodas” kategérigja ald. Ugyanakkor ne azonositsuk a logikus gondolkodast a helyes
gondolkodéssal (vagy a ,,nem logikus” gondolkodast a hibassal)!

A fogalom alakulasanak folyamata

1. Egy-egy targyat, személyt igen sokszor, sokféle helyzetben, megvilagitasban,
sokféle latészogben, mas-mas szituacidkban érzékel, (tapint, lat, hall) a csecsemd.
Akar van olyan kdrnyezete, amely hozzatesz ezekhez az érzékletekhez valami allandot
(pl. a targy, személy nevét vagy a képhez egy kedves hangot, mosolyt, simogatast...),
akar nincs: a kiilonféle esetekben megtaldlhaté allando, azonos jelzések felerdsitik, a
valtozok lerontjak egymast, s a kisgyerek emlékezete egyre inkabb a tapasztalt kozo-
set raktarozza el.

Amikor a jaték-babajat mellé fektetik, vagy szeme elé felfiiggesztik, akkor esetleg
oromét leli a sz€ép szinekben, j6 érzéssel tolti el a baba puhaséaga, szajahoz véve az ize.
Amikor kezében forgatja, szeméhez kozeliti, ismét eltdvolitja, megszamlalhatatlanul
sok benyomast szerez réla.

Amikor a valtozo kornyezetében megpillantva el8sz6r mosolyog ra, vagy kezd
oromtol repesni érte, hihetjlik, hogy raismert, azt a babat jelenti szaméra, amely mos-
tantol kezdve egyedi targy, semmivel 6ssze nem téveszthetd.
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Az 0sszes ez utani helyzetében felidézi ugyanazt a belsé képet a kisgyermekben a
babaja, ami a targy allandé tulajdonsagait viseli, a valtozokat nem, vagy csak ,,lazan”.
Azt mondhatjuk, hogy kialakult az els6dleges képzet. A raismerés azt jelenti, hogy az
1j érzékletet is besorolja az érzékleteknek a mar jol koriilhatarolddott csoportjaba.

2. A kisgyermek aztan kap ¢€s lat 0j babukat, jaték-babakat. Ezek elsddleges képze-
te is az el6bbihez hasonld6 mdédon alakul ki. Ha a veliik valo6 tevékenységek hasonldak,
ha a felndtt mindegyikre a ,,baba” nevet illeszti, akkor a tobb kiilonallo képzetben is-
mét feler6sodnek a kozos jegyek, ezek az altalanos ,,babahoz”, s a megkiilonboztetd
tulajdonsagok szorosabban az egyes babakhoz kotddnek. A k6zos jegyek, hasonlosa-
gok (mindegyiket ugyantgy lehet Olelni, ringatni, altatni, agyba fektetni, betakarni,
etetni, kis kocsiban tologatni; mindegyiknek szeme, orra, fiile, laba, keze van...) szerint
Osszetartozd képzetek ismét egy osztalyt alkotnak.

A felismerés most is azt jelenti, hogy a gyermek besorolja a babak kdzé a kocsiban
tologatott ismeretlen csecsemét, vagy a jatékbolt kirakataban meglatott babut is. Kiala-
kult a baba ,,fogalma”. Ez azonban még nem valodi fogalom abban az értelemben,
hogy a kisgyerek nem képes vele gondolati tevékenységeket végezni. (Ahhoz, hogy
pl. tulajdonsagokat tudjon sorolni rola, hogy mas targyakkal valé kapcsolatara gondol-
jon, hogy a babara adhat6 ruhdkat gondolatban Gssze tudja valogatni..., ismét kézbe
kell vennie egy-egy konkrét babat, vagy legalabbis a képzeletében fel kell idéznie a
képét.) Ezért inkabb ,,el6fogalmaknak'” mondhatjuk ezeket a képzédményeket.

A mindennapi fogalmaink legtdbbje ilyen, az érzékszervi tapasztaldsra kdzvetleniil
¢épiilo, tn. elsédleges fogalom. Ilyen elsédleges fogalom pl. a mama, papa, nagyi; az
asztal, szék, szOnyeg, golyo, lampa, labda, virag, alma, barack, leves, tea; a puha, piros,
hegyes, gombdlyii; a harom, négy, kettd, egy; a szalad, alszik, eszik...

Az elsédleges fogalmak legnagyobb része targyak, személyek, dolgok, tulaj-
donsagok egy osztalya; kivételt csak az altalaban tulajdonnévvel is megnevezhetd
egyed-fogalmak képeznek. Az elsédleges fogalmak példai maguk a targyak.

Valgjadban azonban a fent vazolt folyamat nem ennyire tiszta. Hiszen a dolgok valamelyik
osztalyba valo besorolasanak — matematikai értelemben — egészen egyértelmiinek kellene len-
nie, s a mindennapi fogalmainkkal altalaban nem boldogulunk ilyen kdnnyen. A leegyszeriisi-
tést azért engedhetjiik meg magunknak, mert pl. éppen a matematika letisztult, kialakult fo-
galmai teljesitik az egyértelmiiséget.

3. Az olyan fogalmak, mint a szin, a forma, méret, hosszasag, teriilet, a szam...,
azonban mar nem kozvetlentil épiilnek a targyi valosag érzékelésére, ezek egyedi pél-
dai is fogalmak. Kialakulasuk feltétele, hogy az ,,alajuk tartozo” elsddleges fogalmak
mar rendelkezésre alljanak.

PlL. egy feln6tt korban 1atova operalt ember szdmara a szin fogalmat semmiféle
magyarazattal, definidlassal nem kozvetithetnénk, és a fogalom kialakitasat sem-
miféle targyak, dolgok bemutatasaval nem tudnank lehetdvé tenni. Kizardlag az a
lehetséges Ut a szamara, ha elébb kialakitja a piros, a sarga, a kék, a zold... fo-
galmat (ezt ilyen tulajdonsagu targyak bemutatasaval, a mas szintiektdl valo kii-
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lonvalasztassal tehetjiik lehetévé), és a ,,szin” példaiként a mar kialakult piros,
sarga, z0ld, kék... fogalmakat sorakoztathatjuk fel.

Hasonloan nem kozvetitheté az also tagozatos gyerekek szamara pl. a szam fo-
galma meghatarozassal, magyarazattal, hanem csak sok-sok egyedi szam fogal-
manak kimunkalasdval. Nem kozvetitheté a téglalap fogalma definicioval, ha-
nem csak kiilonféle sikidomokkal, koztiik kiilonféle négyszogekkel valo tevé-
kenységekkel, ezek kiilonféle szemponti szétvalogatasaival, — 4ltaldban a foga-
lom ala tartozé fogalmi lanc tapasztalati kiépitésével.

Minthogy a szin, a szam, a téglalap... fogalma mar kialakult els6dleges fogalmak-
bol épiil, ezeket masodlagos fogalomnak nevezziik.

Egy A fogalmat magasabb rendiinek tekintiink a B fogalomnal, ha B A-nak egy
példaja. Ebben az értelemben egyre absztraktabb fogalmak lancolatai alakulnak ki
gondolkodasunkban: barmelyik kialakuldsahoz az absztrakcids skalan ala tartozo fo-
galmak meglétére és mobilizdlhatosdgara van sziikség.

Osztalyozas; ellenpéldak szerepe. A megnevezés

Fontos észrevenniink, hogy az elsédleges fogalmak kialakuliasahoz még nem
tartozik hozza elengedhetetleniil a sz6. Az elsddleges fogalmak kialakitasa az ala tar-
tozd egyedi példak Osszegytjtését, mas dolgoktol valo elhatarolasat jelenti; tomoren ki-
fejezve: a fogalomalkotas osztalyozas.

Az osztalyozas matematikai értelemben az adott alaphalmaz elemeinek egymdstol
idegen, nem tires részhalmazokba valo besorolasat jelenti, amely részhalmazok egyesi-
tettje maga az alaphalmaz.

A szigor, matematikai értelemben vett osztalyozds nem tenné lehetdveé 01j és Uj
elemek besoroldsat a mar kialakult osztdlyokba, nem tenné lehetové, hogy egy folya-
matosan valtozo, boviilo alaphalmazzal dolgozzunk.

A fejlodo fogalmi rendszer azonban nem visel el ilyen zartsagot: a kisgyerek
szamadra az alaphalmazt mindig az éppen eldtte 1évo targyak, személyek, dolgok egyiit-
tese, az aktualisan meglévd képzettartomany, ,,fogalmi” rendszer alkotja. Hasonl6an
nem zarodik le az osztalyok kore sem, az osztalyozasi rendszer sem, hanem folytonos
fejlodésben, formalodasban, valtozasban van. Az allanddsagnak ez a hidnya részben
neheziti a fogalmak kialakuldsat, masrészt viszont éppen lehetdvé teszi a fogalmak tar-
talméanak bdviilését, mélyiilését, és tjabb ismeretek befogadasdhoz vald hozzaigazita-
sat.

Ha a kisgyerek szdmadra le akarjuk egyszerlsiteni a fogalom-alakulds folyamatat,
akkor mégis célszerli véges sok elemet mozgatni egyszerre, ezeket osztalyozni. Az 0Sz-
talyozas soran egyiivé sorolt dolgok kozos tulajdonsaga lesz a fogalom tartalma.
Az alaphalmaz leszilikitése azonban a fogalom besziikiiléséhez vezetne, ezért kell id6-
rél idore 1j ,,készletekkel” végezni azonos tevékenységeket!

A fogalom ,hatarainak” megragadasahoz nem elegendd a fogalom ala tartozo6 dol-
gok gytijtése. Elengedhetetlen az osztalyba tartozo dolgokat egyiitt 14tni az ebbdl kizar-
takkal. Annal tisztdbb, pontosabb a kisgyerek kialakult fogalma, minél kozelibb, na-
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gyon ,,hasonlité” dolgoktdl is meg tudja kiilonboztetni a fogalom ala tartoz6 targyakat,
dolgokat, és minél tobbféle konkrét megjelenésben egy osztalyba tudja sorolni az 6Sz-
szetartozokat.

Példéaul ha valaki sok-sok négyszog koziil maga elé tud valogatni hosszikasabb
¢s ,,tomzsibb” téglalapokat a legkiilonb6zébb helyzetben, és csak téglalapokat va-
logat, ez nem jelenti még, hogy helyes ,,téglalap-fogalma” van. Ha tdliik elva-
lasztja a négyzeteket, ezzel azt fejezi ki, hogy az 6 téglalap-fogalma sziikebb a
korrekt matematikai fogalomnal: fejében csak azok a téglalapok tartoznak ala,
amelyeknek szomszédos oldalai kiilonbozdek.

Az osztalyozas legegyszeriibb kivitelezése a targyak tényleges szétvalogatasa,
amelyhez a ,keretet” talak, talcak, karikdk, szalagkarikak, szines lapok, rajzolt korok
szolgaltathatjak. A keretek fogjak Ossze az egyiivé valogatott dolgokat és egyben ezek
hataroljék el dket a fogalom ald nem tartozoktdl. Gondolati sikon — bizonyos értelem-
ben — a keret szerepét tolti be a megnevezés.

Egy kisérlet

Az 5 és fél éves Zsoltira panaszkodott az 6vond, hogy hamarosan iskolaba kel-
lene mennie, de még nincs szin-fogalma. Elmondta, hogy kérdésre a szineket
megnevezi, gyakran azonban felcserélve, de semmiféle szitudcidoban nem fontos a
kisfil szdmara a targyak szine.

Egy tiszta szinli gombokbdl allo készletet boritottam Zsolti elé, és kértem, se-
gitsen rendet tenni. Valogassuk szét a gombokat! Hat egyforma tires talkat is
odakészitettem, €s elkezdtem egyenként szétvalogatni a gombokat. Egy piros utan
egy sargat tettiink a masik talkdba, aztan ismét egy piros kovetkezett, aztdn zold,
kék, ismét sarga.

A valogatast olyan lassan végeztem, hogy Zsolti barmikor bekapcsolddhasson.
Idénként biztattam is, hogy folytassa, kérdeztem, hogy hova tegyem a kezemben
levé gombot — de 6 mindvégig ellenallt. Viselkedése azt az érzést keltette ben-
nem, hogy fél valamitdl, (sikertelenségtdl, bantastol). Végiil mind a 27 gombot én
tettem talkakba. Ez bizony tokéletes kudarc: valoban ugy tlint, hogy a kisfia
semmiféle szin-fogalommal nem rendelkezik.

Tamadt egy otletem. Tudtam, hogy egy ellenpélda jobban kiemeli a tobbi targy
Osszetartozasat. Azt javasoltam tehat Zsoltinak, hogy jatsszunk: ¢ szorosan be-
csukja a szemét, én pedig valamit elrontok. Kitaldlja-e, hogy mit véaltoztattam
meg?

Elészor egy piros gombot tettem at a sargdk kozé. Mindegyik talkaban jol 6sz-
szekevertem a benne levé gombokat, nehogy az elrendezésiik 6sszképét tekintse
fontosnak.

Amikor Zsolti kinyitotta a szemét, felragyogott az arca, azonnal kikapta a
,rossz helyre kertlt” gombot a sargdk koziil, és visszatette a pirosak kozé. Cso-
dalkozdsommal azt fejeztem ki a kisfiinak, mintha nem hinnék a szememnek:
hogyan lehet ezt kitalalni, ha nem latta, mit tettem at. (Ezzel még fokozni is tud-



tam biiszkeségét, 6romét.) Ujabb hunyas utan a zoldek kozé tettem egy sargat.
Zsolti ugyanolyan boldogan tette vissza, mint az elébbit.

A jatékot aztan kb. 15 percig kellett folytatnunk, olyan sokat jelentett a kisfiu-
nak a megértés 6rome, és olyan nagyon akarta most mar mindenkinél jobban tud-
ni azt, amivel kapcsolatban bizonyara sok elmarasztalasban volt eddig része.
Kozben lassan szavak is kapcsolodtak a talkak gombjaihoz: piros, sarga, kék,
z0ld, fehér, amit egyszer sem tévesztett mar el a jatek vegeéig.

A valogatas figyelése kozben mar bizonyara egyre er0s6dott benne az egyiivé
sorolt gombok hasonlésaganak, a k6zos tulajdonsadgnak a felismerése, csak nem
volt batorsdga, hogy a valogatas folytatdsaval ezt ki is fejezze. A jatékban
azonban mar nem volt félnivaldja: miikddésbe 1éptek a biztonsdgosan kialakult
fogalmak. A megnevezés igazaban csak a fogalom megsziiletése utan kapcsolo-
dott hozza: a régota hallott, s talan mar hasznalatban is levo szavak most keriil-
tek cimkeként ra az osztalyokra, most alakult ki a sz6 altal képviselt fogalom
tartalma.

Fogalom és megnevezés

Vannak olyan helyzetek, amikor a megnevezés (jelolés) a fogalom alakulasaval
egyidében hozzakapcsolddik a fogalomhoz. Ennek azonban megvan az a veszélye,
hogy olyan szorossa valik a fogalom ¢és a név, (fogalom és jel) kapcsolata, hogy meg-
kiilonboztetésiik kiilonleges gondot jelent. Gyakran talalkozunk a matematikaban pél-
daul azzal a gondolkodasbeli hibaval, hogy a szamot a szdmnévvel vagy leirt jelével
azonositjak. (Néha még a pedagdgus is elintézettnek véli a fogalom kialakitasat, ha a
gyerekek jol tudjak kiolvasni a szamjelekkel leirt szdmot, nevének hallatan le tudjak
irni a szam jelét!)

A megnevezés szerepe mar az elsédleges fogalmak alakitasaban is 1ényeges:
egy-egy Uj targynak a fogalom ala soroléasa (felismerése) valik konnyebbé altala.

Pl. a golyostoll elterjedése idején magyarazhattak, hogy ez egy ujfajta iroszer,
amely nem tintaval, hanem stiri festékkel miikodik. A ,,besorolas” segitségével
nemcsak az 0 fogalom, a ,,golydstoll” fogalma volt egyszerlien megkdozelithetd,
hanem az ,,ir6szer”-fogalom tartalma is béviilt, pontosabba valt.

Az elsddleges fogalom kialakitdsa azonban végbemehet a megnevezés nélkiil is, a
név elsésorban eszkdz-szerepet tolt be a folyamatban.

A fogalom tartalménak pontosabba tételét azaltal szolgéalja a megnevezés, hogy a
kiils6ségekben nagyon kiilonb6z6 dolgokat a kozos név segitheti 6sszekapcsolni
(és ezzel a belsd, 1ényegi hasonlosdgokra tereli a figyelmet). Masrészt, ha kevéssé kii-
16nb6z6 osztalyokhoz kapcsolunk kiilonbozé elnevezést, jelolést, ez az osztalyok
elkiilonitésében jelent segitséget. (Gondoljunk pl. a sotét narancssarga és a piros szin
megkiilonboztetésére, vagy — mar az absztraktabb fogalmak korében — a bennfoglalo
osztas és a részekre osztas fogalmanak helyes kialakitasara!)



A megnevezésnek — gondolkodasunkban — a masodlagos, vagy még magasabb
rendii fogalmak kialakitasa soran van elengedhetetlen fontossaga. Ez kovetkezik
abbol is, hogy tartalmat az alacsonyabb rendii fogalmak alkotjak, ,,példai” maguk is
fogalmak. A magasabb rendli fogalmak kialakitasaban tehat az absztrakcios folyamat
lényegi mozzanata a hozzd tartozo fogalmak megnevezése vagy mas jeloleése,
szimbolizacioja.

A megnevezés funkcidja azonban még ennél is szélesebb korli. Nemcsak az abszt-
rakciok kialakulasat segiti, vagy teszi lehetové. A fogalom ,,miikodésbe hozasanak”
1s a név, jel felidézddése az egyik modja.

A fogalom felidézddese, aktivizalasa a ,,konkretizalassal”, példak sorolasaval is
lehetséges; erre még az allatok is megtanithatok. Arra azonban csak az ember képes,
hogy szot, jelet kapcsoljon egy fogalomhoz, és ezaltal a fogalmakat ,levalasztha-
tokka” tegye az eredeti érzéki tapasztalatokrol.

A levalasztas teszi lehetové az ember szamara,
— hogy régebbi tapasztalatait uj helyzetben hasznositsa,
— hogy tavoli tapasztalatokat egymas mellé illesszen.

— ez teszi képessé a gondolati szinten valo tevékenységekre, a gondolkodas miive-
leteinek bejarasara, arra, hogy bizonyos targyi tevékenységek elvégzését késObb mar
csak a gondolati bejarassal helyettesitsen;

— ez gyorsithatja a fogalmi rendszer kiépitését mindenki szamara masok fogalmi
rendszerének felhasznalasaval. (Tanulas szobeli vagy irott kozlések alapjan.)

A fogalmi gondolkodas 6riasi mértékben megndveli az ember lehet6ségeit, hiszen
minél absztraktabb egy ismeret, annal tobb tapasztalatot képes reprezentalni. E
téren a matematika (mint az egyik legabsztraktabb tudomany) lehetdségei szinte kime-
rithetetlenek.

A matematika tanulasanal (és tanitasanal) két nagyon altalanos alapelvet figye-
lembe kell venni a fogalom épiilésével kapcsolatban. Ezeket Skemp a kovetkezokép-
pen fogalmazta meg:

,» 1. Definici6 segitségével senkinek nem kozvetithetiink az 4ltala ismerteknél ma-
gasabb rendt (absztraktabb) fogalmakat, hanem csakis oly médon, hogy megfeleld
példak sokasagat nyujtjuk.

2. Minthogy a matematikdban a példak (maguk is) majdnem mind kiilonféle fo-
galmak, ezért mindenekel6tt meg kell gy6zOdniink arrol, hogy a tanulé mar rendelkezik
ezekkel a fogalmakkal.”

A két alapelv koziil — also tagozaton — kiilonds sullyal kell tiszteletben tartanunk
az elsdt. Ez kotelességilink a gyerekekkel szemben a tanitasi folyamatban, de az esz-
kozok megvalasztasaban, tankonyvek, munkafiizetek megitélésében, a modszertani
kultarank kiépitésében is. Kisgyerekkorban Kkizarolag az induktiv ut toltheti be
szerepét a valésag megismerésében; definicio, tétel ismerete nem tudja helyettesi-
teni a megfeleld mennyiségli és mindségli példaanyagot.
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A masodik alapelv ismeretére foképpen azért van sziikségiink, hogy nagy figye-
lemmel gondoskodjunk az egymasra épiilé fogalmak alapos kimunkalasara, mert
a tovabbépiilés egésze veszElybe keriil, ha a matematika tanuldsaban hézagok kelet-
keznek. Az arrdl valé megbizonyosoddsnak azonban, hogy nincsenek lényeges hia-
nyossagok a fogalmi rendszerben nem az a modja, hogy feleltessiik a gyerekeket,
tesztekkel, felmérdkkel kérjiikk szamon az ismereteket. A k6zos munkavégzés, a prob-
1émak megbeszélése, a feladatok mélyebb elemzése kindlnak sok alkalmat arra, hogy
ellendrizziik, vajon tovabbépitheté-e a fogalomrendszer.

A fogalmak rendszere, egymashoz val6 viszonya

A fentiekben csak fogalmakrdl, a fogalmak alakuldsarol szoltunk. Ezek azonban
onmagukban, egymastdl elszigetelten nem valnak hasznalhatd, mozgosithatod ismeretté
sem, nemhogy a gondolkodas részévé, vagy a gyermek személyiségének épitdivé le-
hetnének.

Egy-egy fogalom a nem mesterséges tanulasi helyzetekben, a mindennapi életben
szamos kiilonféle szituacidban, szamos kapcsolatban keriil a kisgyerek elé. Mint mar
emlitettiik, ez a valtozékonysag, valtozatossag feltétele a gazdag tartalmu fogalom ki-
alakuldsanak (hiszen a mindegyik helyzetben k6zds mag kiemelddésének ez az alapja).
Emellett az emlékezet a kapcsolataival egyiitt menti el a fogalmat alkotd érzékszervi-
mozgasos tapasztalatokat, ezért a hasonl6 helyzetekben hasonlé mozgésok, miiveletek,
hasonl6 kapcsolatok is felidézodhetnek.

A kapcsolatok mas tipusa az, amely mar a kialakult, vagy alakul6 fogalmak hie-
rarchiajat jelenti. Az elsédleges és az egyre magasabb rendii fogalmainknak is tobb
olyan rendszere lehetséges, amelybe egy-egy 1) fogalom beilleszkedik. Ismét mésok
azok a kapcsolatok, amelyek bizonyos fogalom-parokat kotnek Ossze, s parokbdl,
harmasokbol képeznek osztalyokat.

Egy fogalomnak azt a ,kornyezetét”, azt a kapcsolat-rendszerét, strukturajat,
amelyben az ember elraktarozza, szkémanak nevezziik.

A fogalmaink sokféle szkémaba illeszkednek bele a tapasztalat és az alakulasa-
ban szerepet jatsz0 mds fogalmaink sokrétiiségének megfeleléen. Meglevd
szkémaink arra valok, hogy 1j és 1j fogalmainkat ezekbe beleillessziik (asszimilal-
juk), s ezaltal integraljak a meglevd tudast. Masrészt ,,szellemi eszkoziil szolgalnak
az 0j tudas elsajatitdsadhoz”. (Skemp: A matematikatanulas pszichologidja; 49. old.)

A megértés azt jelenti, hogy a szoban forgd fogalmat, ismeretet sikeriil beillesz-
teni egy szkémaba. (A megfeleld szkémaba vald beillesztés valodi megértést jelent,
de ugyanezt az érzetet kelti az emberben az is, ha hibas kapcsolatrendszerbe illesztet-
te bele az 0j ismeretet!)

A megértésen alapulo tanulas elonyei

Szamos kisérlet igazolja, hogy a tanulas hatékonysaga, az emlékezet tartossa-
ga ¢és a felidézés pontossaga szempontjabdl egyarant 1ényegesen eredményesebb az
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értelmes, megértésen alapuld (tehat szkémak segitségével torténd) tanulds a puszta
asszociaciokra épiild memorizaladsnal. A késébbi tanulas lehetdségét is megnoveli a
szkémak kiépitése, és egyuttal a szkéma kordbban elsajatitott részeit is megerdsiti
egy-egy Uj ismeret asszimilalasa.

A megértésen alapul6 tanulas — az eldbb leirt pozitivumok mellett — néhany hat-
ranyt is jelenthet. El0szor is a szkémak szerinti tanulds idéigényes. Ez az iddigé-
nyesség azonban természetesen viszonylagos. Hiszen a megértés biztositasara fordi-
tott 1d6 jelentdésen megtériil azaltal, hogy az igy szerzett ismeret hosszabb tdvra meg-
Orzédik, hogy konnyebben eléhivhato, s a régi €s ujabb ismeretekkel konnyebben
kapcsolatba hozhato.

Példaul a tortek egyszeriisitésének vagy bovitésének egyszerli szabalya felszoli-
tasra gyorsan felidézhetd, ha ezt pusztan ,,betanulta” a tanulo.

Biztosan sokkal hosszadalmasabb eljaras, hogy a jelekhez — pl. 4 hatod — elébb
jelentést kapcsoljon, és pl. korlapok teriiletével jelenitse meg a szdmot, aztan a
részeket nagyobb résszé fogja 0ssze, vagy éppen kisebb egyenlo részekre vagja,
s errdl Gjra szamnevet olvasson le:

4 2 _ 8

4] 3 12
Megéri azonban az értelmezést jelentd hosszabb Ut az id6-raforditast: ez utobbi
problémamegoldasban benne van az a tapasztalds is, hogy ugyanarrdl a szamrol
van sz0, csak mas alakban. Benne van egy olyan tapasztalas, amit mas tort sza-
mokkal kapcsolatban konnyedén €s 6nalloan kezelni tud majd a tanul6. De azzal
1s egylitt jar ez a ,,]lassiibb tevékenység”, hogy a gyerek képes lesz ellendrizni sa-
jat gondolkodasat, gondolatait.

Masik hatranya lehet az, hogy ami nem illik bele szkémadinkba, azt nem, vagy na-
gyon nehezen tanuljuk meg, ezaltal az alkalmazkodo képesség gatjava is valhat.

Hogy ezt a hatranyt kikiiszobolhessiik, a szkémainknak is alakulniuk kell: akko-
modalédniuk kell az Gj helyzetekhez. Legtobbszor ez tgy mehet végbe, hogy a meg-
levé szkéma beépiil az ujba, annak részévé valik.

A szkémdk akkomodacidja igen keserves folyamat: altalaban egy-egy hibasan
megtanult ismeret 1ényegesen nehezebben torolhetd €s potolhatd a helyessel, mint aho-
gyan egy Uj ismeretet megértve elsajatitunk. Mégis 1ényegesek a szkémaink, hiszen az
ismeretrendszeriink ezek altal épiil biztonsagos egésszé.

A fogalmak alakitasa mellett a fogalmak kozti kapcsolatok épitése az a masik
tertilet, amelyet flizetiinkben megkozelitiink.
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Mind a fogalmak alakitasa, (az absztrahalas, és vele egylitt a konkretizalds), mind a
fogalmak egymdashoz vald viszonydnak megismerése (tagadas, ala- és folérendelés,
,mellérendelés”, adott relacioval valod osztalyozas, rendezés) targyi tevékenységekkel
torténik az als6 tagozaton. Targyak, személyek, dolgok (késébb: fogalmak) halmazok-
ba sorolasaval, egy- €és kétszempontll osztalyozasaival, halmazok kapcsolatdnak felde-
ritésével, elemek egy- és kétszemponta sorbarendezésével.

A gondolkodds mas miiveleteirdl flizetiinkben nem lesz sz6 kozvetleniil és részletesen.
De az Osszehasonlitas (azonositas, megkiilonboztetés), analizis és szintézis, altaldnositas és
specializalas egyarant szerepet kapnak azokban a tevékenységekben, amelyeknek elsGsorban a
matematikai vonatkozasaival foglalkozunk.

A halmazok, és a logika téma épiilése az alsé tagozatos
munkankban

1. Szétvalogatasok

Amikor a fentieknek megfeleléen végiggondoljuk, hogy témanknak hol a helye a
tanitdsunkban, akkor mind a matematikai fogalomalakitds, mind a gondolkodéas-
fejlesztés elemi, kezdd tennivaloit az osztalyozasokban talaljuk meg. Az osztalyo-
zast als6 tagozaton targyak, személyek, dolgok, szavak, jelek szétvalogatasaként va-
lositjuk meg, kezdetben (az elsd években) valédi, manualis rakosgatassal, aztan
szinezéssel, jelzésekkel, rajzos osszekotéssel, bekarikazassal.

A szétvalogatasnak négyféle valtozataval érdemes foglalkozni 6-10 éves kor-
ban.

1. Az els6 valtozata az, amelyben a kisgyerek a sajat gondolatait fejezheti ki: sa-
jat szempont szerint valogat. Valojaban ezt mar egészen kicsi, talan még besz€lni
sem tudo gyerekek is végzik.

Pl. egy 2 éves kisgyerek kapott egy kis milanyag-jarmii készletet. Volt benne
tobbféle szinii és fajtaji autd, motorbicikli €s szintén tobbféle repiil6gép.

A kisfia azonnal elkezdte az autokat maga eldtt tologatni nagyhangu, lelkes ber-
regés kozepette, majd felvett egy repiilégépet, és a magasban roptette. O mar ki-
fejezte a szamara adott pillanatban legfontosabb osztdlyozasi rendszert: azt,
hogy a jatéka szarazfoldi vagy 1égi kozlekedési eszkoz-e.

Barmely fogalommal kapcsolatosan érdemes alkalmakat teremteni a gyerekek-
nek, hogy szétvalogatasokkal kifejezhessék, milyen tulajdonsdgok, fogalmak keriiltek
érdeklddeésiik, gondolkodasuk eldterébe. Ez egyuttal a fogalom-alkotas nehéz mester-
ségének gyakorlasara is szolgal.

2. A szétvalogatas masik formaja a megnevezett szempontu valogatas. Erre ak-
kor keriilhet sor, amikor tanitvanyunk kezdi megérteni azt a fogalmat, amely a valo-
gatas szempontjat képezi, és legfeljebb ennek megerdsitését, gyakorlasat tiiztiik ki cé-
lunkul.
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Masik célunk lehet ezzel a tevékenységgel éppen magéanak a szétvalogatas 1énye-
gének sokszori, gyakorlati bejarasa: annak tapasztaldsa, hogy az adott szempont sze-
rint azonosak mind egyiivé keriilnek, és kiilonvalnak azok, amelyek ugyane szempont
szerint eltérok.

Ekozben fejlédik, tudatosodik a gyerekek figyelme, fontossa valik szamukra a
szempont-tartas, és a feladattudatuk is erdsddhet azaltal, hogy az Osszes elemrdl
egyenként donteniiik kell.

Amikor megérti a kisgyerek, hogy mit varunk el tdle, ha azt kérjiik, hogy szin
szerint valogasson, akkor éppen azt fejezi ki tevékenységével, hogy kialakult a
,,$zin” (eld)fogalma.

Amikor a sokszogeket csucsaik szama szerint valogatjak, akkor egyiivé keriil az
0sszes haromszog, mas csoportot alkotnak a négyszogek... Amellett, hogy alakul
a ,,haromszog”-fogalom, a ,,négyszog”-fogalom..., (megnevezés nélkiil) formalo-
dik az altalanosabb ,,sokszog”’-fogalom, és egyuttal a cstics fogalma is.

Amikor alak szerint kell valogatnia a tanulonak, akkor — pl. 3. osztalyban — a ha-
sonlo testeket (sikidomokat) teszi egy kupacba, a nem hasonldokat kiilonvalasztja.
Vilogatasaval az ,,alak™ fogalmat (és egyuttal a ,,hasonlo” relacidt, kapcsolatot)
fejezi ki.

3. Az egyik legegyszeriibb szétvalogatasi forma az elrontott valogatas javitasa.
(Lasd a gomb-valogatd példat.) Ebben a valtozatban a kisgyerek el6tt szétvalogatott,
egy-egy osztalyba gylijtott targyak, dolgok, szavak, jelek, szamok mar egy-egy fogal-
mat képviselnek. Az ,.elrontas” felerdsit egy kontrasztot: a sok azonos tulajdonsagu
dolog kozott feltiing az egy ,.kakukktojas”, és ezéltal a tobbi dolog Gsszetartozdsa még
erosebbé valik. A |, kakukktojas” kivalasztasa, a valasztas szobeli indoklasa a fogalom
tudatositasahoz jarul hozza.

4. A legnehezebb valtozat a megkezdett (de meg nem nevezett szempontu) valo-
gatas folytatasa. Ennek alapja az egylivé sorolt dolgok kdzos, a tobbiétdl eltérd tulaj-
donsaganak felismerése. A felismerés elso kifejezése a valogatas folytatasa, s csak az
osztalyozas befejezése utdn a megnevezes.

Példaul: @ ‘ A

Folytasd a kis logikai lapok szétvalogatéasat! - °

Ebben a tevékenységben sem gondolatolvasdsra biztatjuk a gyerekeket! Ezt ugy
tehetjiik nyilvanvalova szamukra, hogy minden olyan folytatast elfogadunk, amely sze-
rint az eddig elhelyezett dolgok helyesen keriiltek azonos, illetve kiillonb6z6 osztalyok-

ba.
Pl. igy kezdtlink egy szétvalogatast:

ballag

marad
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Most el kell fogadnunk azt a folytatast, hogy az els6 karikaba a jatszik, alszik, sé-
tal, as... igéket, a masodikba a piros, jo, kartékony, szomjas... mellékneveket és a
harmadikba a labda, gyerek, auto, fiizet, allatkert... foneveket irja egy gyerek.

Hasonloan helyesen dont, aki pl. az alma, kalap, barna szavakat irja az els6 kari-
kaba, amelyekben csak az a maganhangzo van, a lepke, Kele, zsemlye, kerek, fe-
lette szavakat a masodikba, és az olld, hollo, ho, som, poros... szavakat a harma-
dikba, €s esetleg tjabb karikdkat rajzol, amelyek maganhangz6i masok.

Szintén Oriilhetiink, ha valaki a szotagszamot veszi alapul, s kovetkezetesen az el-
sO karikaba gyiijti a két szotagu szavakat, a masodikba a hdrom szotaguakat, a
harmadikba az egy szotaguakat.

Ha nem els6sorban a fogalomalkotas folyamatat akarjuk fejleszteni, hanem egy bi-

zonyos (pl. matematikai, nyelvtani vagy kornyezetismereti) fogalom megkozelitésére
alkalmazzuk a szétvalogatast, akkor célszer(i azt tigy kezdeni, hogy kevés (esetleg csak
egy) szempont szerint lehessen helyesen folytatni. Ilyenkor is eléfordulhat azonban,
hogy nem gondoltunk valamilyen lehetdségre. Ha az nagyon elterelné a gondolkodast a
kivanatos iranytol, akkor helyes félretenni, de ez esetben is meg kell erdsiteniink a gye-
rekeket abban, hogy j6 megoldast talaltak, és érdemes késdbb visszatérni ra.

Az a szempont, hogy viszonylag kis valoszinliséggel talaljanak mas lehetdséget,

mint az altalunk kivalasztott fogalom szerinti szétvalogatés, azt is jelenti, hogy a
készlet elemei sokféle mas tulajdonsaggal is rendelkezhetnek ugyan, de ezek a tulaj-
donsagok egyarant el6fordulnak a fogalom példain és az ellenpéldakon.

Példaul szines karton sikidomokat kezdtiink szétvalogatni:

/ A baloldali és jobboldali lapok ko-

@ zOtt egyarant vannak kiilonféle
szintiek.
g Q Mindkét részhez tartoznak sok-

szOogek, csak gorbe hatarvonalu

Q ‘ A ) sikidomok és olyanok, amelyek
N

j hataran egyenes és gorbe vonalda-
rab egyarant van.

Mindkét részbe valogattunk szimmetrikus és nem szimmetrikus lapokat.

Olyanok azonban csak baloldalt vannak, amelyeken nincs bemélyedés, beug-
ras, (ezeket nevezziik konvexeknek), a nem ilyenek pedig csak jobboldalt he-
lyezkednek el.

Minden szétvalogatasban kétféle iranyt gondolati tevékenység ismerhetd fel. Az

egyik: bizonyos elemek kapcsolatba hozasa, és annak a tulajdonsiagnak a megraga-
dasa, amelyben ezek az elemek megegyeznek egymassal, de eltérnek a tobbi elemtdl.
A masik tevékenység éppen forditott iranyt: minden egyes elemrdl kiilon-kiilon el
kell donteni, hogy rendelkezik-e a megragadott tulajdonsaggal.

Ez utobbi tevékenység begyakorlasara eljatszhatjuk, hogy a valogatasra keriild tar-

gyak valamennyien be szeretnének jutni valamelyik ,,varba”. A var kapujaban azonban
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az 6r mindenkinek felteszi a kérdést, pl. ,,Te négyszog vagy? (Te sarga vagy? Te nagy
vagy?...)”, és csak akkor engedi be, ha igen a valasz.

Kezdetben a targyakat, személyeket... annyifelé valogatjak szét a gyerekek,
ahany ,,értéke” van a kivalasztott tulajdonsagnak.

Elsésok pl. az osztaly tanuloit fiukra és lanyokra valasztjak szét, puldveriik szine
szerint azonban esetleg hat csapatot allitanak el6: kiilon valasztjak a fehér pulo-
vereseket, kiilon a kék, kiilon-kiilon a piros, a sarga, a zold puldvereseket és kii-
16n azokat, akik tarka, nem egyszinti pulovert viselnek.

A logikai készlet lapjait négyfelé valogatjak sziniik szerint, hdromfelé alakjuk
szerint, hatfelé, ha az alak és méret egylitt fontos szdmukra, de csak két csoportot
képeznek, ha a lyukassagukat, lyuktalansagukat (simasagukat) akarjak kifejezni.

A megismert szamokat pl. parossag szerint 2-felé valogatjak, de a szdmjegyek
szama szerint meglatjak a folytatas lehetdségét is: az egy- és kétjegyliek mellett
szamon tartjak a haromjegyteket... is.

Kétfelé valogatas

A fogalomalkotas szempontjabol rendkiviil nagy jelentdsége van annak a szakasz-
nak, amikor a gyerekek elkezdik a targyakat, dolgokat kétfelé valogatni akkor is, ha a
tulajdonsag tobbértékii. Ez ugyanis azzal jar egyiitt, hogy gondolkodasuk osszefogja
azokat az elemeket, amelyek a fogalom al4 tartoznak, é¢s nemcsak elkiiloniti t6liik a fo-
galom ala nem tartozo6 tobbi elemet, hanem megtanulja ezeket is 0sszefogni a fogalom
tagadasaval. Csak akkor mondhatjuk, hogy kialakult egy fogalom valaki szdmdra, ha
mindenrdl el tudja donteni, hogy a fogalomhoz tartozo példa-e vagy éppen ellenpél-
da: azaz a fogalom tagadasa igaz ra.

Egy alkalommal az elsds6k azt a feladatot kaptak, hogy tegyék a piros logikai la-
pokat a talcara, a tobbit pedig hagyjdk maguk eldtt a padon. A szétvalogatas utan
a tanitd megkérdezte, meg tudja-e mondani valaki, hogy milyenek azok a lapok,
amelyek a padon maradtak. A kicsik el6szor azzal probalkoztak, hogy felsoroltak
néhéanyat a lapok tulajdonséagai koziil. Elmondtak, hogy eléttiik van nagy is, meg
kicsi is, kék €s sarga €és zold, van koztiik négyszog, kor és haromszog is, lyukas
¢s sima is.

Amikor a tanit6 azt kérte, hogy hasonlitsak 6ssze azokkal, amiket a talcara tettek
¢és olyant probaljanak mondani, ami a padon az 0sszesre igaz, akkor Baldzs kije-
lentette, hogy ezek tarkak (gondolva arra, hogy nem ugyanolyan szinii az dsszes
lap), bar latta, hogy egyik lap sem tarka. Azt az adott napon senkinek nem sike-
rilt még tulajdonsagként megragadnia, hogy ,.nem piros”. (Tulajdonsag:
egyesszamban!)

A felnéttek nehezen tudjék elhinni, megérteni, hogy a fogalomalkotadsban olyan
nagy szerepet betoltd tagadas milyen nehéz logikai miivelet. Sok, manudalisan végre-
hajtott kétfelé valogatas alakitja ki a gyermekben azt az alapvetd hattér-tudast, hogy
barmire egyidejiileg biztosan igaz a szoban forgé tulajdonsag, vagy a tagadasa, de
biztosan csak az egyik igaz. Mas fogalmazasban: mindenre igaz, hogy hozzatartozik
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egy fogalomhoz, vagy éppen ellenpélda rd, tehat a fogalom tagadasahoz tartozik hozza.
Nem tehetik a targyaikat a hatarvonalra, mondvan, hogy ilyen is, meg nem is.

Példaként emlitsiik meg, hogy a 0-r6l hallani néha azt az allitast, hogy nem is pa-
ros, nem is paratlan. Ez a kijelentés nemcsak a ,,parossag” meghatarozasa szerint
hibas, hanem logikai értelemben is az, hiszen tudjuk, hogy a szamokkal kapcso-
latban a ,,paratlan” a ,,nem paros” kifejezés pontos megfeleldje (szinonimaja).

Masik példank legyen geometriai.

Ha az a gyerekek dolga, hogy az egyik szalagkarikaba tegyék azokat a lapokat,
amelyeket csak szakaszok hatarolnak, (tehat a sokszogeket,) a masik karikaba
azokat, amelyek egész hatarvonala gorbe, akkor hibas a kovetkez6 elrendezés:

90
)T«@ @

A ko6z0s részbe kertilt lapok ugyanis belekeriiltek mindkét karikaba, pedig egyik
bekeritett részbe sem valok. Az sem igaz, hogy csak szakaszok alkotjak a hatar-
vonalukat, az sem, hogy az egész hatarvonaluk gorbe. Mindkét kijelolt tulajdon-
sdg tagadasa igaz rajuk. Aki igy helyezte el az dbran a lapokat, annak gondolko-
dasaban még nem alakult ki, hogy a tulajdonsag, — pl. hogy csak szakaszokkal
van hatdrolva (azaz sokszog) — egy sikidomra nem lehet egyszerre igaz is €s nem
igaz is.

Helyes megoldast jelentene, ha egy harmadik részt jelolnének ki a gyerekek az itt
,»k0zépre” tett lapok szdmadra, amelyre az a tulajdonsag igaz, hogy hatarvonala
tartalmaz szakaszt is, gérbe vonaldarabot is.

Mas — szintén helyes — lehetdséget jelentene, ha a tulajdonsagot fogalmaznak at.
Ha a baloldali részbe azokat a lapokat helyezik el, amelyek hatdran van egyenes
vonaldarab, (szakasz), a jobboldali halmaz pedig olyan lapok szamara lenne fenn-
tartva, amelyek hatdrdn van gorbe vonaldarab, akkor természetesen mindegyik
sikidomnak volna helye a halmazokban, mégpedig az dbranak megfelelden.

»Cimkézés”

A kétfelé valogatasban a gyerekek tevékenységgel tanuljak meg kifejezni a foga-
lom tartalmat és hatarait. Ehhez a tevékenységhez illesztjilk hozza a megnevezést,
cimkézést. A cimkére irt tulajdonsag olyan kifejezés, amely a fogalomhoz tartozo
dolgok mindegyikére (kiilon-kiilon) igaz, s a kiviilmarado dolgok egyikére sem
igaz.

Példaul a szétvalogatas utan egy talcara csak akkor tehetjiik fel a ,,haromszog”
cimkét, ha benne csak haromszogek vannak, és rajta kiviil csak nem haromszo-

gek.
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Ez a valogatas példaul nem a ha-
A romszog-fogalomhoz tartozik, ha-

O nem egy szint hataroz meg.
e [

Ahhoz azonban, hogy a cimkézés szigoru elGirasait betarthassak a gyerekek, sziik-
seges egy kitérot tenniink a tanulas folyamatdban. Ez a kitérd természetesen 6nmaga-
ban is fontos a gondolkodésban, s nem korlatozodik a szerepe a ,,cimkézés” elokészité-
sére. Allitasokrol lesz sz6, amelyek legfontosabb jellemzdi, hogy igazak vagy hamisak.
(Ezekrdl egy késobbi fejezet szOl részletesebben.) Most azokrol az allitdsokrdl tesziink
néhany megjegyzést, amelyek nem egyedi targyakrol, személyekrol, dolgokrdl... szol-
nak, hanem 6sszességekrol, halmazokrol.

Allitasok halmazokrél

Azoknak az allitasoknak a megértése €s haszndlata arulkodik egy kisgyerek 6sz-
szesség-latasarol, amelyekben kifejezi, hogy az 6sszes elemre vonatkozik a megéallapi-
tasa, vagy azt, hogy ebben az Gsszességben van olyan elem, amelyrdl sz6l az allitas.
Ezt jelzik a ,,mindegyik”, ,,minden”, ,,csak”, ,,van koztik”, ,,van olyan”, ,,nem mind-
egyik”, ,,nem mind”, ,,nincs koztiik™, ,,egyetlen ... sem” kifejezések.

Alapfokon azt kell megértenitlik, hogy egy ,,minden”-tipusu allitas akkor igaz,
ha az 6sszes elem a mondott tulajdonsagu, tehat nincs ellenpélda. Egyetlen ellenpélda
hamissa teszi az ilyen allitast, azaz a tagadasat (,,nem mindegyik...”) teszi igazza. A
»van...” tipusu allitast pedig egyetlen példa igazza teszi.

Ennek persze kozvetlen kdvetkezménye az is, hogy az iires halmazra barmely ,,minden”-
tipusu allitas igaz (hiszen ebben nincs ellenpélda), s6t ugyanezeknek az ellenkezdje is. (Vi-
gyazat! Nem a tagadasa!) Azaz az lires halmazra igaz, hogy pl. ,,benne minden jaték Julcsié”,
de az is igaz, hogy ,,benne egyetlen jaték sem Julcsi€¢”. Ezt azonban nehéz megérteni; also ta-
gozaton nem foglalkozhatunk az iires halmazra vonatkozo allitasokkal. Ha ilyen elhangzik,
mégis ugy tudjuk megmutatni az igazsagat, hogy ellenpéldat kériink. (Hogy ne lenne igaz!
Mutass egyetlen elemet is, ami nem ilyen!)

Hasonldan nehéz a ,,van” tipusu allitast olyan halmazra vonatkoztatni, amelyben ugyanez
az allitds minden elemre is igaz. Péld4ul ha egy osztalyban csak kislanyok vannak, (igaz, hogy
»Mindegyik tanuld lany.”), akkor gyakran itélik meg hibasan azt a kijelentést, hogy ,,Van az
osztalyban lany.” Azt szoktak mondani, hogy ez nem igaz, hanem az az igazsag, hogy mind-
annyian lanyok. Bar az ilyen esetet sem tudjuk egészen lezéarni a kisiskoldsok szdmara, fontos
az el6adodo esetekben mégis megvilagitani, hogy igenis ,,van” koztiik: meg tudunk mutatni
lanyokat. (Csak az tires halmazban nem lesz igaz a ,,van”, amikor a ,,mindegyik” igaz.)

A kisgyerek az el6tte levé dolgokrol tud gondolkodni. A néhdny targybdl allo 6sz-
szességekre vonatkozo allitasokat gyakorolhatjuk veliik példaul az un. ,,Ronto jaték-
kal”.
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Tegylink a gyerekek elé néhany lapot a logikai készletbdl:

BN

Kérjiik, hogy mondjanak réla igaz allitast!

Példaul azt allitja valaki, hogy ,,Ez mind sima.”. (Ez valéban igaz.) Ezutan ront-
sak el az allitas igazsagat tigy, hogy csak a kirakason valtoztathatnak: hozzatehet-
nek vagy elvehetnek. Ki fog deriilni, hogy elvétellel nem tudjak elrontani a mon-
datot, csak gy, ha hozzatesznek egy lyukas lapot. Pl.:

Miutan megallapitjak, hogy sikeriilt elrontani, tehat a fenti allitas most mar ha-
mis, kérhetjiik az ujabb igaz mondatot.

Példaul valaki azt mondja, hogy van koztiik haromszog.

Ismét az elrontas kovetkezik, ezt azonban hozzatevéssel nem tudjak megoldani.
Akkor lesz hamis a mondat, ha elveszik az egyetlen haromszoget:

Ismét az ellendrzés kovetkezik, €s folytatodhat a ,,matematikai nyelvgyakorlat™.

A jatékot szervezhetjiik kis csoportokban ugy, hogy a helyes allitds utdn a ko-
vetkezd jatékosnak kell rontania. Ha mindenki egyetértett azzal, hogy az eldbbi
mondat hamissé valt, akkor mondhat 6 egy jabb igaz 4llitast.

A halmazokra vonatkoz¢ allitasok készitése, igazsaguk ellendrzése sok feladatnak
lehet (és legyen is) része a matematikan és mas targyak keretein beliil. Valahanyszor
példakbol valamilyen altalanositas felé haladunk, a ,,mindegyik™ tipust allitdsokban
kell gondolkodnunk, s valahdnyszor egy altalanos itéletet megviladgitunk példakkal,
,van” tipusu allitasokat hasznalunk.

A kitérd utan lépjiink vissza a cimkézéshez!

Hogyan alakithatjuk ki a kétfelé valogatashoz gondolkodasunkban jol illesz-
kedo cimkézést? (Az itt kovetkezo modszertani otlet Fabosné Zach Enikotol valo.)

Adjunk minden gyereknek egyforman 2-2 fiizetet, 1 tankonyvet, 1 radirt, 1 vonal-
zot, 1 labdat, 1 jatékmacit — pl. radir-nyomdaval készitett képecskéken. Tartozzon a
készlethez egy boriték, amely a taska szerepét tolti be (vagy egy lires lap, amelyre a
kivalasztott képeket ratéve fejezik ki, hogy ,,a taskaba tettem”.

A gyerekeknek most paronként kell 6sszedolgozniuk. Ugy kell mindig valogatniuk
a ,,taskdjukba”, hogy a tablara feltett mondat igaz legyen a kivalasztott dolgokra,
de a szomszédok nem valogathatnak egyforman.
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Az els6 mondat igy szol:

Minden tanszer benne van.

A gyerekek eleinte gyakran azt hiszik, hogy csak egyféleképpen lehet valogatni. Las-
san aztan azt is €szreveszik, hogy ha az 6sszes tanszer mellé egyikiik beletesz még egy
jatekot 1s, a masikuk nem (vagy nem ugyanazt a jatekot valasztja, esetleg mindkettot
beleteszi), akkor még mindig igaz az allitas a taskajukra, és mégis kiilonbozik a két
taska tartalma.

A masodik mondat ez legyen:

Csak tanszer van benne.

Most is kiilonbozdképpen kell a szomszédoknak dsszekésziteniiik a taskajuk tartalmat.
Az elobbi alapjan konnyebben szoktak megérteni, hogy sokféleképpen megtehetik a
valogatast. Tehetnek 1, 2, 3 vagy tobb tanszert, akar az Gsszeset, — csak a jatékok nem
keriilhetnek most a taskakba.

A harmadik valogatast tigy kérjiik, hogy mindkét allitds igaz legyen, s a szomszé-
dok ismét kiilonféleképpen allitsdk ossze taskajuk tartalmat.

Minden tanszer benne van. Csak tanszer van benne.

E feltétel szerint hiaba probalkoznak a kiilonb6z6 valogatassal. (Probalkozzanak is so-
kaig!) Ha a két 4llitas igaz, akkor (ugyanolyan targyak koziil) csak egyféleképpen va-
logathato Ossze a taskaba valo készlet.

Erre az egyértelmiien osszeallitott készletre, amelyben csak az osszes tanszer
van benne, tehetjiik fel a cimkét:

tanszer

Ezzel a tevékenységsorral azt fejezziik ki, hogy a cimkére irt egyetlen sz6 na-
gyon szigoru, kettés megkotést tartalmaz: a taskaban levd minden targynak tan-
szernek kell lennie, de a kiviilmaradok egyike sem lehet tanszer, tehat minden tan-
szernek a taskaban kell lennie.

Ha a fenti két mondatrol beszélgetiink a gyerekekkel, akkor megfogalmazzak
masképpen is dket. Az, hogy ,,Minden tanszer benne van” azt is kifejezi, hogy ,,Kiviil
nem lehet tanszer”. Ugy is mondhatjak, hogy ,,Csak nem tanszer lehet kiviil.” A masik
mondat: ,,Csak tanszer van benne.” azt is jelenti, hogy nincs benne mas, nincs benne
nem tanszer, pl. jaték. Masként fogalmazva: kiviil maradt minden, ami nem tanszer.
(A hosszas magyardzgatas helyett azonban jo, ha alkalmanként mi is kiilonféleképpen
fogalmazzuk a megszoritas két részét.)

Jatsszuk el a fenti haromlépéses tevékenységet mas készletekkel és mondatokkal
is. Példaul a logikai jatékkal a kovetkezd mondatok szerint: ,,Mindegyik z6ld benne
van.” ,,Csak zold lap van benne.” Es, ha mindkét allitas igaz, keriiljon a kivalasztottak-
ra a cimke: ,,Z0ld.” Vagy az elsés gyerekkartya készlettel: ,,Minden il6 gyerek itt
van.” ,,Csak iil6 gyerek van itt.” Es a cimke: ,,U16 gyerek”. Szamokkal is gyakoroljuk
kiilonféle tulajdonsagok szerint! Ugy is, hogy a kiviil maradokrél széljon a két ilyen
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tipusu allitas. Pl. a 45, 81, 3,9, 0, 10, 102, 345, 7, 78 szamokat valogassak a kovetke-
z0 két allitas szerint: ,,Kint marad az 6sszes egyjegyl.” és ,,Csak egyjegyli szam ma-
radhat kiviil.”stb. Gyakoroljuk be nagyon alaposan, hogy a cimkére irt sz6 (kifejezés)
a kivalasztott 6sszes elemre igaz legyen, de csak azokra, a kiviilmaradokra nem.

A cimkézés ilyen modja egyben arra is biztositék, hogy a masik részre, a
Kivillmaradé készletre (illetve utobbi példank esetén a bevalogatottakra) szintén fel-
tehessilink egy cimkét: az elébbi tagadasat. Ha a taskaba valogatott készlet a tanszer
cimkét kapja, akkor a tobbi dolgot a nem tanszer cimke fogja 6ssze. Ha a logikai kész-
let lapjait a fentiekhez hasonldan szétvalogattak, €s a karikara ez alapjan rairhattak,
hogy kdor, akkor a kinti részre a nem kor cimke tehet6. Ha a szamok el6bbi valogatasa
utan a koron kiviil maradokra az igaz, hogy egyjegyii, akkor a kérbe valogatottak cim-
kéje ez lesz: nem egyjegyii. Ez azonban legyen kiilon felismerni valo a gyerekeknek,
ne mi kozoljiik veliik.

Megjegyzés: A cimkere irt szo egy fogalom, amelynek példai a halmazba valoga-
tott elemek. Azt kell ellendrizniiik a gyerekeknek a halmazban minden egyes targyra,
hogy igaz-e ra ez a szo. Az a helyes, ha a szo egyes szamban keriil a cimkére, ezzel is
kifejezve, hogy minden egyes dologra kiilon-kiilon kell igaznak lennie, minden egyes
dologra kiilon-kiilon kell ellendrizni, hogy raillik-e a cimke felirata.

A tobbes szam felsorolas-jellegii értelemben kevésbé fejezi ki a fent bemutatott
szigoru megkotéseket. Példaul az a szo, hogy ,,kérék” azt is jelenthetné, hogy ,,kérék
vannak itt”, de azt nem fejezi ki, hogy mashol, a tobbi elem kozott ne lehetnének korok
ugyancsak. Nem azt kell a cimkének kifejeznie, hogy mik vannak itt, hanem azt, hogy
milyen tulajdonsdgu az osszes kivalasztott elem, amely tulajdonsaggal azonban csak
ezek az elemek rendelkeznek. Ezaltal nyeri el a megnevezés azt az erdt, amely foga-
lomma emelheti a koz0s, meghatdrozo tulajdonsdgot.

A kétfelé valogatas és a hozza kapcsolhato ,,cimkézés” begyakorlasara érdemes
nagy gondot és hosszu id6t forditani. Ha beépiil a tanitasi folyamat kiilonféle teriiletei-
be (matematikan beliil és a tobbi tantargyakban is), akkor egy-egy nehezebb fogalom
megkozelitését, tudatositasat tessziik egyszertibbé, érthetébbé a gyerekek szamara.

Barkochbak

A kétfelé valogatasnak azonban érdekesebbek az alkalmazasai, mint az utasitasra
végrehajtott tevékenységek. Példaul igen jo jaték a barkochba, amelynek sokféle val-
tozata ismert.

Elészor a ,,Rakosgatés barkochbat” ismertessiik meg a gyerekekkel. Ebben
mindegyik gyerek eldtt ott van az a készlet, amelynek valamely elemét elrejtettiik. Le-
gyen ez kezdetben kevés elemii készlet, hogy konnyen atlassak és egyszeriien kezeljék
a gyerekek. Jatsszunk pl. az ,,Autoskartydbol” a teherautokkal (1. osztalyos Munkafii-
zet melléklete)! Rejtsiik el a sarga, jobbra néz6 teherautot!

Ha egy kisgyerek azt kérdezi, hogy az eldugott lap piros-e, akkor kérjiik, hogy
valogassak szét a lapokat, ezzel mutassak meg, mire gondolt a kérdezd. (Most
nyilvan a piros autokat valasztjak kiilon a gyerekek a tobbitdl.) A ,,nem” valasz
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utan a gyerckek lefelé fordithatjak, vagy visszatehetik a dobozba a pirosakat, hi-
szen egyik sem lehet az eldugott lap. ElSttiik marad a tobbi, ami nem piros.

A kovetkez6 kérdés esetleg az lesz, hogy az autd jobbra néz-e. A valogatés tehat
az autok iranyat veszi figyelembe: kiilon valasztjak a jobbra néz6 és kiilon a bal-
ra néz0 (nem piros) autokat. Az igen valasz utan a tobbi kartyat forditjak le: azo-
kat, amelyeken balra halad6 autot latnak.

Minden kérdés egy kétfelé valogatassal jar egyiitt (ugyanez a kétfelé valasztas
megy végbe a fejiinkben), s minden valasz azt fejezi ki, hogy a két rész koziil
melyikben van az elrejtett lap. gy végiil 1 lap marad a gyerekek el6tt: az, ame-
lyet mi is kivalasztottuk.

Jatsszuk ugyanezt a valtozatot a szinesrudakkal, késébb pl. a szamkartyakkal. A ja-
ték a szétvalogatassal egyiitt a tulajdonsagra és tagadasara iranyitja a figyelmet, ezaltal
a gondolkodas logikai alapozasat szolgalja. Masrészt azonban hozzajarul pl. a szamok
tulajdonsagainak tudatositasahoz is.

Kiilonos figyelmet érdemel a nem hosszabb, nem rovidebb, nem nagyobb, nem ki-
sebb valasz értelmezése.

Pl. a piros szinesrudat rejtettiik el. Ha a kisgyerek azt kérdezi: ,,Nagyobb, mint a
piros?”, akkor természetesen azt valaszoljuk, hogy nem. Sokszor fordul eld, hogy
a sarga, lila, fekete, sotétkék... rudakkal egyiitt a pirosat is visszadobjak a doboz-
ba, és csak a fehéret, rdzsasziniit és vilagoskéket hagyjdk maguk eldtt. Innen az
ujabb kérdések szerint tovabb valogatva azonban nem fogjak megtalalni az elrej-
tett rudat. Jarjuk végig ujra a kérdéseket, feleleteket és a hozzajuk tartozo valoga-
tasokat, s allapitsak meg a gyerekek: a pirosra is igaz, hogy nem nagyobb, mint a
piros.

Hasonldan a szamok kozott valogatva, meg kell tanulniuk a 4-rél, hogy nem ki-
sebb a 4-nél, és egyuttal nem is nagyobb nala, az 5-rdl, hogy az nem nagyobb ¢és nem
Is kisebb az 5-nél...

A szokasos barkochbat mar latszolag eszkoz nélkiil jatsszuk. Az a mod azonban,
ahogyan a gyerek minduntalan kérbenéz, s egy lathat6é dolog valamilyen tulajdonsaga-
ra kérdez ra, felhivja a figyelmiinket, hogy most is valogat, csak éppen az emlékezeté-
ben kell megdriznie a valogatas eredményét. Még késobb a képzeletiikben, végiil gon-
dolati sikon folyik le ugyanaz, amit eleinte a keziik segitségével tettek.

Mindkét valtozatot jatszhatjuk ,,néman” is, amikor a kérdéseket és a valaszokat
egyszerl jelekkel feljegyezhetjiik a tablara, és ezek egyenként vald leolvasdsa nyoman
végzik el a gyerekek a valogatdsokat. A jelkartya hasznalata ¢s ,,0lvasasa” fontos 1¢-
pés az informacid-kozvetités megismerésének folyamatadban és az absztrakcidban egy-
arant, de ezt is meg kell tanulni ahhoz, hogy késébb felhaszndlhassak alkalmas rovidi-
tésekként, konnyen kezelhetd eszkozként.

Masodik osztalytol ) nehézséget, de egyben 1j érdekességet hoz a ,,Hazudés
barkochba” megismerése. Ennek 1ényege az, hogy a jatékvezetd valasza hamis, s eb-
bol kell a gyerekeknek ,.kitaldlniuk™, mi az igazsadg. A tagadas miiveletének mélyebb
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megértését teszi lehetdvé a jaték, azt, hogy ha egy allitds hamis, akkor a tagadéasa az
igaz. Ha tehat a ,,Kor?” kérdésre ,,igen” a valasz, akkor éppen a koroket lehet vissza-
tenni a dobozba. Ha a ,,Sarga?” kérdésre ,,nemet” mondunk, akkor a sargakkal érde-
mes tovabb folytatni a jatékot.

Lényegesen nehezebb az a valtozat, amelyben nem egy targyat, személyt, dolgot
rejtiink el, hanem kett6t, harmat ... . (A jaték elején meg kell mondani, hogy nem egy
lapot dugtunk el.) Ezekre egyiitt kell kérdezni, s a jatékvezetd csak akkor valaszolhat,
ha ezek egylittesére (egy halmazra) vonatkozik a kérdés. Pl. nem ,,tud” vélaszolni, ha
azt kérdezik, hogy ,,Kicsi?”. Ehelyett vagy azt kérdezhetik, hogy ,,Mindegyik kicsi?”,
vagy azt, hogy ,,Van koztiik kicsi?” A kérdés megfogalmazasa és a valasz értelmezése,
atfogalmazésa egyarant ,,halmaz-szemléletet” igényel és ezt az ,,egyiittlatast™ fejleszti.

Az un. ,Forditott barkochba” vildgithat r4 legjobban arra a folyamatra, amit a
fogalom-alkotassal kapcsolatban leirtunk. A jatékban az a két dolog cserél szerepet,
amit elrejtiink és amiket megneveziink a kérdéseinkkel. A hagyomanyos barkochbaban
targyakat, dolgokat ,,elemeket” rejthetiink el, s a kérdéseinkben olyan tulajdonsagok
szerepelnek, amelyekkel az elrejtett dolog rendelkezhet. A forditott barkochbaban tu-
lajdonsagot rejtiink el (pl. szocédulan vagy jelkartyan). A gyerekek ugy kérdezhetnek,
hogy a készlet egy-egy elemét (egy targyat, autokartyat, szdmkartyat...) emelnek a
magasha, vagy neveznek meg, ezaltal azt tudakoljak, hogy ez rendelkezik-e az elrejtett
tulajdonsaggal. Az ,jigen” vagy ,,nem” valasz alapjan a kérdéses targyakat kétfelé va-
logathatjak, s éppen az ,,igenhez” tartoz6 dolgok kozos, a tobbitdl megkiilonboztetd
tulajdonsaga lesz a kitaldlandé tulajdonsag.

Példaul a logikai készlettel jatsszunk! Legyen az elsé elrejtett tulajdonsag a
,»négyszog”. Barmely felmutatott lapra egyértelmii igen vagy egyértelmii nem
lesz a valasz, s lehet olyan iigyesen kérdezni, hogy nem is tul sok kérdés utan
mar ne is lehessen mas egyszeri tulajdonsagra gondolni.

Feladat: Néhany menet utan probalja megfogalmazni, mit jelenthet az ,,ligyes” kér-
dezés!

A legegyszeriibb tulajdonsagok utan rejtsiink el egy-egy tagado formaja tulaj-
donsagot is. Ugyanolyan valogatashoz jutnak, mint az eldbbi valtozatban, csak az
»igen” és a ,nem” felirat cserél helyet. (Késobb, 3.-4. osztalyban az ,,és”-sel, ,,vagy’-
gyal Osszetett tulajdonsagok is részt vehetnek ebben a jatékban, de ez mar sokkal ne-
hezebb.)

Feladat: Tervezzen meg jatéksorozatot (készleteket, tulajdonsagokat, egyéb feltéte-

leket), amelyben kiilonféle szintli tanulok gondolkodas-fejlesztését szolgal-
ja a forditott barkochbakkal!

Mas tipust gondolkodast igényel az a kitalald, amely a ,,Master mind” szabalya
szerint jatszhat6. Ha pl. egy készlet elemeit egyértelmtien meghatarozza 4 tulajdonsa-
guk, akkor megadhatd, hogy a kérdezett elem hany tulajdonsagban egyezik meg az el-
rejtett elemmel. A hagyomanyos logikai készlet elemeit megadja a sziniik, alakjuk,
méretiik és az, hogy lyukasak-e vagy nem.
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Pl. melyik az elrejtett lap, ha a kovetkez6 kérdésekre ezeket a valaszokat adtak?

el @A © 00

ennyi tulajdon-
sagban egyezik:

2 1 13 |2 |2 |2

Mit irna valaszként a tablazat utolso lapjara?

Elég ligyesen jatszott a kérdez6? Volt felesleges kérdése? Fogalmazza meg, hogy
melyik 1épés utan mit lehet biztosan tudni!

Mindegyik fajta barkochbaban lehet tigyesen kérdezni, ilyenkor nincsenek felesle-
ges kérdések. Ha egy kisgyerek nem tudja megjegyezni a mar elhangzott informécio-
kat, akkor természetesen kérdezhet néha olyant, amit mar tudhatna.

Nemcsak az emlékezete lehet azonban ,,rovid” egy kisgyereknek, hanem az is el6-
fordul, hogy egy ,,nem” valaszt nem tud leforditani a maga szamara. Nem tudja pl.
hogy a ,,nem nagy” egyben azt jelenti, hogy ,,kicsi”, a ,,nem haromszdg és nem négy-
sz0g” azt is kifejezi a készletében, hogy ,,kor”... Nem szerencsés ilyenkor leinteni,
mondvan, hogy ezt mar tudhatod. Kezdetben hagyhatjuk annyiszor kérdezni a gyere-
keket, ahanyszor sziikségiik van ra. Késébb bevonhatjuk a tobbieket a valaszadasba:
,»Tud-e valaki felelni helyettem?” Lassan azok a gyerekek is megprobalnak valaszolni
sajat kérdésiikre, akik feltették, igy valhatnak szét szamukra is a sziikséges és a feles-
leges kérdések.

Szikitések

A szétvalogatasnak masik alkalmazasdban nem a gyerekek kérdeznek, hanem a
tanitd adja meg az informécidkat ugy, hogy a lehetéségek egyre sziikebbé valjanak.
Sok feladat kezdddhet akar a szamok korében, akar nyelvtan oran a szavak vagy betiik
korében, akar kdrnyezetismeretben az ¢é161ények korében. .., hogy valamilyen tulajdon-
sdgok lancolataval jutnak el ahhoz az egy (néhany) szamhoz, széhoz, dologhoz,
amellyel kapcsolatban tennivaldik lesznek.

Példaul tegyék maguk elé a masodik osztalyosok azokat a szamokat (kartyakat),
amelyekre igaz, hogy 25-nél nagyobb, de 50-nél nem nagyobb. (Ezzel a tulaj-
donsaggal a természetes szamok koziil 25 szam rendelkezik, ezeket kell el6készi-
teni.) Aruljuk el, hogy a gondolt szamra az is igaz, hogy lépcsés szam. (Ilyenek
az 1,az 1+2 = 3, az 1+2+3 = 6, az 1+2+3+4, az 1+2+3+4+5 = 10...) A kivalasz-
tottak koziil ilyen a 28 (1+2+3+4+5+6+7), a 36 (1+2+3+4+5+6+7+8) és a 45
(1+2+3+4+5+6+7+8+9). Ha azt is megmondjuk, hogy nincs benne a 0-val kez-
dddd, 3-asdaval novekvd szamsorozatban, akkor mar csak egyetlen szam marad, a
28.

A szlkitést jol lattatjdk az egymasba helyezett, egyre kisebb korok, (amelyeknek
persze nem geometriai értelemben kell ,,koroknek” lennitik!).

Ha egy szoveg szavai koziil kerestetjiik tulajdonsidgaik gyakorlasaként
valamelyeket, akkor kivalogathatjak, egy korbe gytjthetik azokat, amelyek az el-
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sO tulajdonsagnak megfelelnek, és ezen beliil karikazzak be mindig azokat, ame-
lyek az elézdekkel egylitt a kovetkezd tulajdonsaggal is rendelkeznek. Néha
tigyesebb megoldast jelent, ha athuzzak azokat, amelyekre a most mondott tulaj-
donsag nem igaz.

Példaul a Cinege cipdje els6 harom versszakdbol kell kivalogatni azt a szot,
amelyre igaz, hogy: kéttagu, nincs benne kétjegyii mdssalhangzo, nincs benne
hosszu hangot jeldld betii és cselekvést fejez ki.

Eldszor valogassak ki azokat a szavakat, amelyek kéttaguiak:

vége nyarnak hiivos szelek jarnak cipot
arva sehogy venni kapkod  fiihoz fahoz
szalad lako varju Varga Pilhoz

A kovetkez6 tulajdonsag: nincs benne kétjegyii massalhangzo. (Ebbdl a szem-
pontbol mar nem is vizsgaljak a nem kéttagu szavakat, ezeket mar az elébb ki-
zartak.) Athuzzak azokat, amelyekben van kétjegyli massalhangzo.

vége nyarpak hilvos szelek jarnak cipot
arva sehogy venni kapkod  fiihoz fahoz
szalad lako varju Varga Pilhoz

A kovetkez6 tulajdonsag, amit elarultunk, hogy nincs benne hosszu hangot je-
lolo betii. Most az elobb megmaradt szavak koziil mar csak kettét nem kell at-
hazniuk:

Arve— sehoegy _vemar— kapkod _fithéz _fiher—
szalad  _laké— _yarji— Varga _Pilkoz

Athuzatlan maradt a kapkod és a Varga sz, s koziiliik az egyetlen ,.kapkod” szo-
ra igaz az utolsé tulajdonsag, hogy cselekvést fejez ki.

Ennek a 'lépésenkén_ti - szelek szalad sehogy
sziikitésnek ilyen éabra is nhyarna

megfelel: hives  yeee  jarnak N
Ha masik tulajdonsagot Palhoz lako
adunk meg eldszor, mas venni

sorrendben  torténik a i
sziikités, ahhoz mas abra cipdt vaiu
tartozik papiron is, a fe- K arva fahoz fiihoz /
jinkben is. (Végezze el a

sziikitést mas modon is!)

A tobbféle sorrend végigjarasa mellett érdemes néha azt is vizsgalni, hogy esetleg

valamelyik informaci6 (adott sorrendben) mar folosleges volt: azaz nem sziikitette a
lehetdségeket. Ez tobbféleképpen lehetséges. Lehet, hogy a késébb mondott tulajdon-
sag bévebb halmazt jeldlne ki egy korabbinal, és azt magaba foglalja, de az is lehet,
hogy két informacié — mas megfogalmazasban — azonos tartalmu.
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Ez a feladattipus éppen arra vald, hogy a fogalmak egyméshoz vald viszonyaban
kezdjenek tajékozodni a tanulok. Eszkozként a kiilonféle kapcsolatban levé halma-
zokkal tevékenykedhetnek: ilyen halmazokba helyeznek el ujabb elemeket, adott cle-
mekhez és adott cimkékhez tervezik meg halmazok kiilonféle elhelyezését.

Példaul helyezzék el a szamokat 20-t61 40-ig a kovetkezd két abran:

paros

|4-gyel oszthato

paratlan

|4-gye| nem oszthaté |

21 23 25 27 29 31 33

35 paros

22 26 30
34 38

36
39

37 20 24 28 32

40

4-gyel oszthaté

A jobboldali 4dbra azonban rossz: nem he-

lyezhetd el benne.

Elhelyezés soran deriiljon ki, hogy a balol-
dali 4bran mindegyik szam elhelyezhetd; a
,paros” és a ,,4-gyel oszthatd” fogalmak az
abranak megfeleld kapcsolatban vannak
egymassal. mindegyik szam:

20 24
28 32
36

paratlan

Ha ugyanis a besotétitett részbe teszik pl. a
21-et, akkor a ,,paratlan” cimkének megfele-
16en dontenek, de a ,,4-gyel nem oszthato”

40

4-gyel nem oszthato

cimke szerint nem. A 4-gyel oszthatd sza- 22 38
moknak kell a vastag vonalon kiviil keriilni-

k.

26 30 34

Ha a 4-gyel nem oszthat6é szamok koz¢ (a vastag keretes részbe) teszik, akkor vi-
szont a masik cimke szerint dontottek helyteleniil.
Es mindkét jelzett részen kiviil sem tehetik, hiszen akkor mindkét cimke szerint

rosszul dontenének.

Azt szoktdk még javasolni ilyen esetekben, hogy tegyék bele mindkét részbe, hi-
szen példankban az is igaz a 21-re (¢s a tobbi szamra, amit nem tudtunk elhelyez-
ni), hogy paratlan, és az is, hogy 4-gyel nem oszthato.

Ezéltal azonban két gondolkodasi hibat fejeznénk ki. Az egyik az, hogy a szdmot
Osszetévesztenénk a jelével. A jelet ugyan le lehet irni tobbszor is, de maga a szdm az
valamilyen fogalom alé tartozik, més fogalombdl kizarjuk: egyértelmii helye van a fo-
galmi rendszeriinkben. A masik hiba, hogy mindkét elhelyezés egy helyes dontéssel
egyiitt egy tévest is jelentene (amint fent leirtuk).
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Most mar csak az van hatra, hogy modositsuk a rossz rajzot: helyezziik el a két
halmazt Gigy, hogy helyesen fejezze ki a két fogalom viszonyat!

Feladat:
Oldja meg a fenti feladatot: készitsen tobbféle jo 4brat!

Fogalmazza meg, hogy milyen hibazasok varhatok! Irja le, hogy ezek miféle gon-
dolkodasi hibat fejeznek ki!

Tervezzen olyan tevékenységeket, amelyekkel kikiiszobolheti a gyerekek gondol-
kodasi hibajat! Probalja megtervezni a tudatositast!

Legyen maskor a gyerekek feladata, hogy adott cimkékhez keressenek megfeleld
abrat. Kovacs Zoltan otlete nyoman pl. valasszak ki, melyik cimkéknek melyik abra
lehet megfeleldje:

A) Felndttek: no, férfi, anya
B) Logikai lapok:  zold, kor alaku, kicsi
C) Gyerekek: lany, fia, szemiiveges

D) Evdeszkozok:  kés, villa, kanal

L

Feladat:

Készitsen az adott cimkékhez még jobban illeszkedd abrat, ha lehet!

Alkosson ehhez rokon ) feladatokat. Milyen més kapcsolatban lehet harom halmaz
egymassal?

A gondolkodéasunkban viszonylag konnyen keriilnek fogalmak egymas mellé, és
viszonylag nehéz az ala-, folérendeld kapcsolat kiépitése.

Példaul nemcsak annak tudhat6 be a téglalap és négyzet egymashoz vald kapcsola-
tara vonatkozo6 sok tévedés, hogy a téglalap fogalmat rosszul fogalmaztdk meg, rosszul
rogzitették. Ugy, mintha a szomszédos oldalak hosszanak kiilonboz3sége hozzatartoz-
na a fogalomhoz. Gondolkodasi nehézség is hozzajarul a tévedésekhez. Valoszin,
hogy egy specidlisabb fogalmat (a négyzet fogalmat) kordbban alakitottunk ki, ez ha-
marabb kapott nevet, ezért a késébb megnevezett téglalap fogalmat ezzel szembeallitja
gondolkodasunk. Az erdsodik fel benniink, ami a négyzettél megkiilonbozteti a tobbi
téglalapot, és tartalomként ezt, a négyzettel szembedllitott, azt kizadré fogalmat Orzi
meg.

(Mas kotetekben is szoltunk mar errdl a tanuldsi nehézségrol és veszElyrdl, itt csak
alahtizzuk a megfogalmazhat6 alapelvet: az altalanosabbtdl célszerii a specialisabb fo-
galmak kimunkaélésa felé haladni.)
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2. Halmazok metszete — logikai ,,és”; halmazok uniéja — logikai ,,vagy”

Kiilon foglalkozzunk azokkal a tevékenységekkel, amelyekben megtanulhatjak a
gyerekek az ,,és”-sel és a ,,vagy”-gyal Osszekapcsolt tulajdonsagok és allitasok értel-
mét. Most is elemeket sorolnak be halmazokba; kiillonféle részhalmazokba tartozo
elemek koz0s, meghatarozo tulajdonsagait keresik €s ellendrzik egyedileg mindegyik
elemre. Gondolkodasi eszkozként az allitasok igazsaganak megitélését hasznaljak,
ez a matematikai logika kulcsfontossagu kategoriaja.

Adjunk a gyerekeknek két szalagkarikat, (kb. 6 m hosszu zsineg elegendd egyhez).
Legyen az egyik pl. piros, a masik kék. Jatsszuk el a kovetkezd feladatsorozatot:

1. ,,Tegyétek le a padlora a keét karikat, és alljon be a kék karikdba mindenki, aki
lany, a pirosba mindenki, aki fia!”

Az ellendrzés jelentse annak kimondasat, hogy a kék karikaban allokrol megalla-
pitjak, hogy 6k mindnyajan lanyok, és hogy mindegyik kislany itt van, nem maradt
kivill egy sem. A piros karikaba csak filik keriiltek és minden fiti belekeriilt. Ezek
utdn ki is tehetik a cimkét, (szocédulat vagy jelkartyat: lany, fia).

2. Ismét kézbe adjuk a két karikat, igy kérjiik a gyerckeket: ,,Ebbe a karikaba all-
jon be, akinek kék poloja van, a masikba, akinek piros a poloja!™

Az ellendrzés soran ismét el kell donteni mindenkirdl, hogy ha benn all az els6 ka-
rikaban, kék-e a poloja, s kiviil nem maradt-e kék-p6los; ha a masik karikaban all va-
laki, piros-e a podloja, s ha ezen kiviil maradt (akar Ggy is, hogy a masik karikaban
all!), akkor nem piros polét visel. Allapitsak meg azt is, hogy akik a helyiikén marad-
tak, azoknak nem lehet sem piros, sem kék polojuk. Ismét kitehetik a cimkéket.

3. Tlzziink most egy-egy cimkét a karikakra: az egyikre azt, hogy ,,szombaton ki-
randult”, a masikra ezt: ,,szombaton nem kirandult”. A cimkézés szabalyainak megfe-
leléen mindegyik gyerek belekeriil az egyik karikaba, s nem lesz gondjuk az ellendr-
zéssel sem.

4. Kapja a kék karika a ,,]Jany” cimkét, és tegyenek eleget el6szor ennek a feltétel-
nek a gyerekek. A szokdsos ellendrzés utan a piros karikara tegyiik fel a ,,napkozis”
cimkét. Hagyjuk, hogy esetleg nemcsak a fiuk koziil, hanem a kék karikaban allo 1a-
nyok koziil is belelépjenek ebbe a karikdba a napkozisek. Ellendriztessiik el0szor most
a piros karikat: mindegyik napkozis gyerek benne all? Csak a napkozisek vannak ben-
ne? Ezutan térjiink vissza a kék karikdhoz, rendben van-e minden. Csak lanyok allnak
benne? (Ez még valdsziniileg igaz maradt.) Minden kislany benne all? — Ennél a kér-
désnél szoktak lassan visszaszivarogni a kék karikdba a napkdzis lanyok. Ha mar min-
den kislany visszaallt ebbe a karikaba, ismét ellenérizzék a masik cimke szerint a kari-
kéban 4ll6 gyerekeket. Eljék 4t a problémat: ha az egyik cimke szerint mindenki jol
dontott, a masik cimke szigoru feltételeinek nem tudnak eleget tenni.

Nem sziikséges, hogy mi adjunk megoldast, eldbb-utobb minden osztalyban lesz
olyan gyerek, aki kozel huzza a két karikat egymashoz annyira, hogy az egyik labukkal
az egyik, a masik labukkal a masik karikéba allhassanak a napkdézis ldnyok. Fejezziik
ki elégedetlenségiinket azért, hogy nem tudjak eldonteni: beletartoznak-e a lanyok ko-
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z¢ vagy nem, hiszen igy az egyik labukkal a lanyok kozott allnak, a masik labukkal a
nem lanyok ko6zott. Es azt sem tudtak eldonteni, hogy napkozisek-e vagy nem, hiszen
kozottiik is allnak és a napkoziseken kiviil is egyszerre!

Ennek a gondolatnak a ki¢lezése két haszonnal jar. Az egyik az, hogy végiil is meg
fogjék oldani a problémat és atfektetik a két karikat egymason, hogy legyen mindkét
karikahoz hozzatartozo teriiletiik is:

3. osztalyos

lany

napkozis

A masik hasznot az jelenti, hogy elkezdhetjiik kialakitani a gyerekekben azt a szokast,
(igényt), hogy mindegyik cimke szerint kiilon-kiilon meg kell vizsgalniuk az ele-
mek hovatartozasat! Azokét is, akik/amelyek benne vannak valamelyik részben,
és azokét is akik/amelyek egyik részbe sem keriiltek bele.

Kapjon most mindegyik kislany egy O jelii kartyat, minden fia [] jeliit! Adjunk
mindegyik napkozis tanitvanyunknak egy N jelet is foliara rajzolva, és a nem napkozi-
sek (akik hazamennek iskola utan), H betlit. Ha maguk helyett a jeleiket teszik kari-
kakba, akkor nemcsak a napkdzis lanyoknak fog megfelelni kettds jel: (a korre tegyék
rd a N jelet!), hanem minden tanulot két tulajdonsag jellemez. Az ébra pedig igy alakul
elottiik:

3. osztdlyos
I

=1 ® N
® ®

N
® |®®

y——
napkozis /

Kovetkezhet példaul a szdm szerinti ellendrzés. Olvassdk le a képrdl, hogy hany
lany jar az osztalyba és hany fia. Szdmoljak meg, hogy hadny napkdzist dbrazol a kép,
hanyan vannak, akik nem napkozisek. Hanyan vannak a napkozis lanyok? Héany lany
nem napkozis? Hany napkozis fitt jeloltek? Hany nem napkdzis fia van? Megegyez-
nek-e ezek a szamok a valosaggal? Mit lehet még leolvasni az abrardl? (Pl. az osztaly-
l1étszamot.)

Feladatunkban az teszi konnylivé értelmezni, kimondani az egyes részekbe keriild
gyerekek kozos tulajdonsdgat, hogy tanitvanyaink dnmagukrol beszélhetnek. Az ,.és”
sz6 hasznalata nélkiil is ugy kapcsoljak Ossze a két tulajdonsagot, hogy mindkettdnek
egyidejlileg igaznak kell lennie a részbe tartozokra. Most még egyszeri megfogalmaz-
niuk, hogy a négy elkiilonitett részre a ,,nem napkozis lany”, a ,,napkozis lany”, a
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,hem napkozis fia”, illetve a ,,napkozis fia” cimkét tehetnék fel. A késdbbiekben is
szerencsés még sokaig olyan targyakat hasznalni, amelyeknek tulajdonsagait kiilon-
kiilén nagyon jol ismerik.

Példaul jatsszanak a logikai készlettel. Tegyék a fiizetiikkre az Osszes lapot, amely
piros, de csak ezeket! Azaz valasszak kétfelé a készletiiket a ,,piros” cimke szerint.
Szalagkarikajukba tegyék az Gsszes kicsit, de csak ezeket; legyen tehat a masik cimke
felirata: ,,kicsi”.

Jatsszunk az eléttiik kialakuld elrendezéssel. Pl. elaruljuk, hogy a karikabol gondol-
tunk egy lapra, amely nincs a fiizeten. Kérjiik, hogy irjak le, mit lehet biztosan tudni
rola! (frhatjzik, hogy ,.kicsi”, azt is, hogy ,,nem piros”, azaz ,,sarga, kék vagy zold”, de
az is igaz, hogy kicsi és ,,nem piros”.) Elaruljuk, hogy a fiizetrdl a karikabdl valasztot-
tunk egy lapot. Most mit lehet tudni rola biztosan? (Szintén irhatnak tobbféle igazat,
pl. ,.kicsi”, ,,piros”, ,,nem négyzet”, ,,nem sarga”, ,,nem zo6ld és nem is kék”, de még az
is igaz, hogy ,.kicsi piros™.)

Forditsuk meg a jatékot, s nevezziink meg bizonyos tulajdonsagot. A gyerekeknek
kell megmutatni, hogy honnan vehettiik ki azt, ami ilyen tulajdonsagu. Pl. valahonnan
kivettiik az egyik piros kort. Honnan val6? Honnan vehettiik a kis kék haromszoget?
Honnan vehettiik azt a lapot, amelyik lyukas és piros? (Errdl persze csak azt lehet tud-
ni, hogy a flizetrdl vald, azt nem, hogy a karikabol, vagy kiviilr6l-e!) Hat egy lyukas
kis négyszoget? (A karikabol.)

Csak akkor valik egyértelmiivé a részekhez tartoz6 tulajdonsag, amikor a cimkézés-
nél kialakitott szigorusdggal olyan tulajdonsdgot keresiink, amely a részbe tartozo
mindegyik elemre igaz, de a kiviilmaradok egyikére sem. Ilyenkor — két 6néllé szem-
pont szerinti szétvalogatas utan — mindegyik részt két tulajdonsagbol Gsszetett tulaj-
donsag jellemez, hiszen ki kell fejezni a hovatartozast mindkét valogatds szerint.
Elébbi példankban el kell donteni, hogy a piros lapok kozé tartozik-e vagy nem, s azt
IS, hogy a ,.kicsi” felirati részbe tartozik-e vagy ezen kiviil. A négy részt tehat ezek az
Osszetett tulajdonsagok hatarozzak meg: ,,piros kicsi”, ,,piros, nem kicsi”, ,,nem piros
kicsi”, ,,nem piros és nem is kicsi”. Ugyanezeket a tulajdonsagokat kimondhatjak ki-
csit bovebben is, kdtdszavakkal kapcsolva 0ssze az egyszerli tulajdonsagokat illetve
tagadasukat. PI. ,,piros és kicsi”, ,,piros, de nem kicsi”, azaz ,,piros €és nagy” ,kicsi, de
nem piros”, ,,nem is piros és nem is kicsi”, azaz ,,nem piros, de nagy”.

Megjegyzések:

1. Ismét ki kell emelniink annak szerepét, hogy a tulajdonsdgokat egyes szamban
fogalmazzuk. Ha ugyanis pl. a ,,piros és kicsi” kifejezés helyett a ,,pirosak ¢és ki-
csik” felirat kapcsolddna egy részhez, ez inkabb fejezné ki, hogy itt vannak piro-
sak ¢és kicsik: piros szintiek, akar kicsik akar nagyok, valamint kicsik barmilyen
szinben, mint azt, hogy mindegyik lap piros is és egyben kicsi is. Ugyanugy,
ahogy a ,,Hideg ¢s meleg ételek™ (értsd: hideg ételek és meleg ételek) felirat is
azt jelenti, hogy van ilyen is és olyan is — nem pedig azt, hogy az itt kaphato éte-
lek hidegek és melegek is egyszerre.
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2. Elgondolkodhatunk azon, hogy a fenti példaknak mi koziik van a matematikahoz.
Vajon annak mennyiben szabad a matematikaérakon megjelennie, hogy egy gye-
rek fii-e vagy lany, napkozis vagy nem napkdzis, egy targy szine piros vagy nem
piros, mérete kicsi-e vagy nagy. (A kérdést — rosszalldban — fel szoktak vetni,
ezért helyes allast foglalni benne.)

Valéban nem a mondott tulajdonsagok tartoznak a matematika targykorébe. Az a
tevékenység azonban, amelyet segitségiikkel végzlink a matematika igen fontos,
alapozo teriiletének része. A gyerekkozeli, konkrét példaanyag teszi lehet6vé a 8-
10 évesek szamara is, hogy gondolkodasukban épiiljon a fogalmakkal vald banni
tudas. Ezért nem mondhatunk le a fent bemutatott tipusu feladatokrol: eleinte

targyi tevékenységekkel, késObb rajzban, szavakkal, szdmokkal, alakzatokkal, je-
lekkel is.

Az eldbbi megjegyzéshez kapcsoljuk hozza, hogy kezdetben csak konkrét, véges
halmazokkal tanuljanak meg tevékenykedni a gyerckek. Az a képesség, hogy pl. az
Osszes (természetes) szamra tudjanak gondolni, azokra is, amelyeket nem irtak be va-
lamelyik részbe, st azokra is, amelyekrél még nem is tanultak, csak lassan alakul ki.
3-4. osztalyban fontos, hogy pontosan koriilhatarolodjon az alaphalmaz, a gyerekek
el6tt alljanak az elhelyezend6 elemek. Legfeljebb az elvégzett valogatas utan érdemes
felvetni 1d6rdl idore a kérdést, hogy mi lenne, ha még tobb szamot el kellene helyezni;
mi lenne, ha minden szamot be kellene irni valahova.

PlL. a kovetkez6 tiz szdmot kell elhelyezni egy rajzon: 1200, 3276, 2701, 6533,
5000, 2000, 7980, 4999, 34, 789. A két karika felirata legyen A: ,,2000-nél na-
gyobb” és B: ,,4000-n¢él kisebb™.

6533 1200| B
5000 2701 789

A | 4999 2000
7980

3276 34

A szamok elhelyezése és az egyes részekbe tartozo szamok kozos tulajdonsaga-
nak megkeresése utan felvetddhet a kérdés, hogy miért nem keriilt a két részen
kiviilre egyetlen szdm sem. Vajon, ha mas szdmokat is szabad irni, nemcsak a
fenti tizet, akkor mely szamok keriilnek ebbe a kiils6 részbe?

Szamegyenesen vizsgalva a fenti két tulajdonsagot, tisztdbban megérthetik, hogy
nincs ilyen tulajdonsaga szam:

2000-nél nagyobb

v

0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000
|

A

4000-nél kisebb

Hasonlo tevékenységek segitségével értelmezziik a gyerekekkel a ,,vagy”-gyal
Osszetett tulajdonsagokat is. Az elsé tevékenység mindig az adott konkrét elemek (a
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gyerekek vagy valamilyen targyaik) elhelyezése adott diagramon. Az elhelyezést ko-
vetnie kell az ellenérzésnek: a cimkézés szabalyanak megfeleléen kertiltek-e elhelye-
zésre az elemek. Ezutan megfeleld probléma felvetése iranyitsa a figyelmet a két hal-
maz unidjara.
Példaul a gyerekek ismét a szalagkarikakba allhatnak bele. A piros karikaba alljon
mindenki, aki jart mar a Mezdgazdasadgi Muzeumban, a kékbe pedig mindenki, aki
jart mar az Allatkertben. A szokasos vizsgalodas utan elmondhatjuk, hogy vendég-
gyerekek jonnek hozzank, és szeretnénk, ha valaki elkisérné Oket az osztalybol.
Olyan tanuldt akarunk valasztani, aki jart mar a MezOgazdasagi Mtazeumban vagy
az Allatkertben. Honnan, melyik részbl valaszthatunk vendégeinknek kisérét?

Hasonléan probléma-szitudcidoba agyazottan értik meg elvontabb elemekre is a
»vagy” értelmét. Példaul egy ismerésomnek kislanya sziiletett. Olyan nevet szeretne
adni neki, amely massalhangzdval kezdédik vagy massalhangzdval végzodik.

Az ismerds ndi neveket két szempont szerint valogatjak kétfelé és helyezik el di-
agramban a gyerekek. Az egyik részbe azokat a neveket gytijtik, amelyeknek elsé be-
tlije massalhangzo, a masikba azokat, amelyeknek utolso betiije massalhangz6. Termé-
szetesen lesznek olyan nevek, amelyeket mindkét ,karikdba” bele kell tenniiik, meg
olyanok is, amelyek egyikbe sem valok. Ilyenféle abra alakul elottiik:

Anna Olga
Agnes E
Irén A: massalhangzdval kezdodik
Edit B: massalhangzora végzddik
Adrienn
Eva

Akarmelyik fehéren hagyott részbdl valaszthat, mert benniik mindegyik névre igaz,
hogy massalhangzoval kezdddik vagy massalhangzéra végzodik. Azokat a neveket
sem kell kizarnunk, amelyeknek elsé és utolsdé hangja is massalhangzo, mert itt a
,»vagy’-ot ugy értjik, hogy akar az egyik, akdr a masik, akar mindkét feltétel is telje-
siilhet. Csak azokra a nevekre nem igaz, hogy ,,méssalhangzdval kezdédik vagy mas-
salhangzdra végzdédik”, amelyek elsd €s utols6 hangja egyarant maganhangzé. Ezek
Keriiltek abrankon a sziirke tartomanyba.

Nehezebb az a tennivald, amikor diagramon elhelyezett elemek k6zos tulajdonsa-
gat a gyerekeknek kell megkeresniiik két halmaz unidjara. Legyen példaul az a dolguk,
hogy kivagott siklapokat helyezzenek el adott abran (akar ugy, hogy megadjuk a cim-
kéket, akar maguk taldlhatnak ki valogatdsi szempontokat, vagy folytathatnak elkez-
dett valogatast). Példaul ezeket a lapokat teszik be diagramba:

A [ ]
7 DLDZL QBA

32




a kovetkezdképpen:

A vélogatas végeztével, ellendrzés utan felkeriilhetnek a cimkék is: a baloldali ke-
retre ez: ,,van derékszoge”, a masikra ez: ,,tengelyesen tiikros”. Vizsgalhatjak az egyes
elhatarolt részek jellemzd, meghataroz6 tulajdonsagat, és megfogalmazhatjdk a cim-

kéket (balrol jobbra haladva): ,,nem tiikros és nincs derékszoge”; ,,nem tiikros, de van
derékszoge”, ,,van derékszoge €s tlikros”, ,,nincs derékszoge, de tiikros”.

Takarjuk le ezutdn a 2., 3., 4. részt, maradjon a gyerekek el6tt az a harom lap,
amelynek nincs is derékszoge és nem is tiikros. Kérdezziik meg, hogy ha a takaro alol
kivesziink talalomra egy lapot, mi lesz ra biztosan igaz. Igy megtalalhatjak a két hal-
maz unidjat meghatdrozo tulajdonsagot: ,,tiikros vagy van deré¢kszoge”.

Takarjunk el mas-mas harom részt, s az elébbihez hasonldéan fogalmazzak meg a
tobbi meghatarozo tulajdonsagot. Pl. az egyikre ez lesz igaz: tiikrés vagy nincs derék-
szO0ge. Egy masikat ez a tulajdonsdg ad meg: van derékszoge vagy nem tiikkrds. Ismét
mas egyesitett halmaz cimkéjét jelenti ez: nincs derékszoge vagy nem tiikros.

Feladat:
Keresse meg a jelzett halmazokat!

Fogalmazza meg, hogy mit kell alaposan feltjitania, miel6tt ezzel a feladat-tipussal
foglalkozni kezdenének!

A ,,vagy” egyik igen fontos alkalmazasa a szdmok korében a ,,nem kisebb” ¢és

a ,,nem nagyobb”, atfogalmazva: ,,legalabb”, , legfeljebb”, vagy még masképpen: a
,hagyobb vagy egyenlo”, , kisebb vagy egyenld” kifejezések értelmezése. Bar olyan
szam nincs, amelyre egyszerre a két rész-tulajdonsag igaz lenne, mégis gondot szokott
okozni, hogy igaz-e pl. a 10-re, hogy 10-nél nagyobb vagy egyenld, (az, hogy 10-nél
nem kisebb, maképpen az, hogy legaldbb 10). Ennek a nehézségnek ez allhat a hatte-
rében: pontosan tudjuk a 10-rdl, hogy egyenld a 10-zel, nehéz tehat valami ,,bizonyta-
lanabbat” elfogadni helyette. A ,,vagy” sz6 logikai értelmét csak sok konkrét példa
egyedi értelmezésével tanulhatjak meg a gyerekek.

Ha a szamok valamilyen valosagos dolgok darabszamat, vagy el6ttiik all6 mennyi-
séget fejeznek ki, akkor mar ezt a kapcsolatot is konnyebb megérteni, mint elvontan.

Példaul van egy ajtonyilas, ez 125 cm magas. Mekkora gyerekek mehetnek at rajta

gy, hogy ne kelljen lehajolniuk, leguggolniuk? (Erdemes ,,megépiteni” ilyent,

hogy kiprobalhassak a gyerekek.) Aki 125 cm-es vagy ennél alacsonyabb, az mind

atmehet.
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2 literes fazekunkban van mar fél liter viz. Mennyit Onthetiink még bele? Példaul
decinként szamoljuk, mennyi fér még, aztan jegyezzik is le:

5di+ 1dl<20dl
5dl+ 2dl<20dl
5dl+ 3dl<20dl

5dl + 15 dl = 20 dI
Ezeket az egyedi eseteket foglalja 6ssze az a nyitott mondat, hogy
5dl+[ |<20dl
s a megoldast egész deciliterekben az elébb kiprobalt szamok (és a 0 dl) jelentik.

Olyan (elvont szdmokkal felirt) nyitott mondatok megoldésa is segitheti ezt a tar-

talmat kiépiteni, amelyekhez mar — adottak koziil — az 6sszes ,,j0” szamot megkereshe-
tik.

Példaul valogassak szét a szamokat 20-tol 40-ig, melyik teszi igazza a kovetkezo
nyitott mondatot, melyik nem:

76 —( )<50

Egyenként ,,beleprobalhatjak™ a szamokat, s minden esetben donteniiik kell, igaz-¢,
hogy a baloldalon all6 szdm kisebb vagy egyenld, mint az 50. 76 — 20 = 56, ez na-
gyobb mint 50, a 20 tehat nem tette igazza a nyitott mondatot. Hasonl6an donthet-
nek a 21-r6l, 22-rél, 23-rol, 24-r6l és 25-r6l. A 26-ra azonban azt kapjak, hogy 76
—26 =50, és az 50-re igaz, hogy kisebb vagy egyenlo 50-nel. Ha a 27-et, vagy nala
nagyobb szamot vesznek el 76-bdl, a kiilonbség mindig kisebb lesz 50-nél; a 26 és
a 26-nal nagyobb szamok mind igaz allitassa teszik a nyitott mondatot: ha ezeket
vessziik el a 76-bol, kisebb vagy egyenld szamot kapunk 50-nél.

A ,,vagy” sz6 logikai tartalmédnak kiépitése nem fejezddik be az als6 tagozaton, de
elsd, konkrét értelmezéseirdl nem szabad lemondanunk. Csak igy remélhetjiik, hogy a
felsd tagozaton mar eszkdzként fog rendelkezésiikre allni gondolkodasukban.

3. A matematikai logika alapozasa

Bar a halmazokkal val6 munkdnak a szerepét éppen a gondolkodéas formdldsaban
jeloltiik meg, s ezért az el6z6 részekben ujra és ujra atléptiink a matematikai logika te-
riiletére, mégis — roviden — le kell irnunk a legfébb tennivaldkat dnalldan, ezen a terii-
leten is.

A matematikai logika allitdsokkal (itéletekkel, kijelend mondatokkal) foglalkozik.
Vizsgalatanak targyat nem e mondatok tartalma képezi, hanem csak szerkezetiikb6l ki-
olvashatd igazsagértékiik. Az altalanos iskola als6 osztilyaiban természetesen nem
valhat kiilon az igazsag vizsgalata a mondat tartalmatol. Tudnunk kell azonban, hogy
ezek a konkrét tartalmi mondatok éppligy egyedi példai a veliik azonos szerkezetii
mondat-fajtaknak, ahogy a piros gomb, a piros labda, a piros kendé... képviseli a ,,pi-
ros” fogalmat. Gondolkodni azaltal tanitanak, ha kiépiil a gyerek fejében az egyedi
mondatokban fellelhetd kozos mag, kozos szerkezet.
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Az alsé tagozatos munka egyik legelsé és mindvégig fontos tennivaloja ezen a té-
ren allitasok igazsaganak megitélése, igaz és hamis allitasok alkotasa adott targy-
rol, személyrol, targy-parrol... szamrol, szamokrol, halmazrol, s ez altal az igaz-
sagrol valé dontés igényének és képességének formalasa. Ehhez jarul hozza nyitott
mondatok igazza, hamissa lezarasa behelyettesitéssel és kvantorokkal.

Val¢jaban mindaddig, amig egyszer(i allitasok igazsagat kell megitélnilik a gyere-
keknek, még nem hasznalnak matematikai logikai eszkozt. E10szor akkor kertil sor er-
re, amikor egy allitas ismeretében megfogalmazzak a tagadasat, és amikor egy allitas
igazsagértékének ismerete alapjan dontik el a tagadasanak igazsagat.

Arrdl mar széltunk, hogy a tagadas megfogalmazasa és értelmezése komoly szel-
lemi erdfeszitést jelent a gyerekek szamara. Készitse el6 sok olyan feladat, amelyben
adott eseményrdl, helyzetrdl, képrol, targyrol, szorol, jelrdl, szamrol, mas fogalomrol
¢és ilyen elemek halmazarol fogalmaznak meg igaz és nem igaz allitdsokat, valamint
ilyen allitdsok igazsagarol dontenek.

Agyazzuk be ezeket a tevékenységeket mas feladatokba, jatékokbal!

Pé¢ldaul az egyik kisgyerek elrejt egy szamkartyat (alakzatot, logikai lapot, ,,gye-
rek-kartyat” vagy ,,autokartyat”...). A tobbieknek elmond rola igaz allitasokat. Nyer,
aki legeldszor felemeli ugyanezt a targyat, kartyat a sajat készletébdl, €s most mar 6
vezetheti a masodik jatékot.

Egy kovetkez6 alkalommal gy jatszhatjak, hogy csak nem igaz allitasokat szabad
kimondani. Ebbdl szintén kitalalhatjak a gyerekek, hogy mi van elrejtve, de mar sokkal
nehezebb a dolguk. Igazan azonban a jatékvezeto gyereknek a legnehezebb a feladata:
megfigyelhetjiik, hogy milyen sok toprengés el6z meg egy-egy nem igaz allitast.

Megjegyzés:

Még nem feltétleniil az igaz allitas tagadasat kell kimondaniuk ilyenkor a gyere-
keknek. Sok olyan hamis allitas van, amely akar ugyanazzal a tulajdonsaggal is van
kapcsolatban, mint a kigondolt igaz itélet. De egy igaz ité¢letnek csak egyféle tartalmi
mondat lehet a tagadasa! Példaul ha a nagy piros lyukas kor van a gyerek kezében, ak-
kor az a mondat, hogy ,,Az én lapom Kkicsi.”, valdban hamis, s egyuttal tagadasa a
nagysaggal kapcsolatos igaz allitasnak: ,,Az elrejtett lap nagy.”. Ha azonban pl. a szi-
nével kapcsolatban mond hamis mondatot, inkabb azt fogja allitani, hogy ,,A kezem-
ben sarga lap van.” (vagy egy masik szint nevez meg), s nem a ,,Piros lap van ndlam.”
tagadasat, azt, hogy ,,Nem piros” az elrejtett lap.

Minden targgyal, dologgal, késébb szammal, alakzattal kapcsolatban érdemes a gye-
rekeknek allitasokat megfogalmazniuk szabadon, de irdnyithatjuk is a mondatalkotésa-
ikat. Pl. megadhatunk szempontokat, kezdhetliink mondatot, amelyet be kell fejezniiik,
vagy kérhetjiik két-két dolog 6sszehasonlitasat.

'7’

Példaul: ,,Hasonlitsd 6ssze a kovetkezo két szamot: 25, 4

llyenféle mondatok varhatok: Mindkett6 kisebb 30-nal. A 4 egyjegyi, a 25 kétje-
gyl. A 4 paros, a 25 paratlan. A 25-ben megvan maradék nélkiil az 5, a 4-ben nincs
meg. A 25 a 4 hatszorosanal is nagyobb. A kettdjiik 6sszege 29. Szorzatuk 100. A
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25 nincs benne a 0-val kezd6d6 4-esével novd szamsorozatban. 4-gyel osztva 1-et
ad maradékul a 25.

Az igaz és a hamis allitdisok megfogalmazasa mellett beépithetjiik egyéb feladataik-
ba, jatékaikba azt is, hogy donteniiik kelljen allitasok igazsagarol.
Elsé osztalyban példaul két dobokockaval dobunk. Mindegyik kisgyerek véalaszt
egy szamkartyat a jaték elején, (ezt esetleg a nyakaba is akaszthatja). Egy 6 1épéses
jatékpalyan az Iéphet, akinek a szdmat kidobtuk.
Pl. ha a két kockan a 3 és a 4 van, ¢és valaki a 8-at valasztotta, el kell dontenie,
hogy a dobott 3+4-re igaz-e, hogy az 8.

Készithetiink olyan jatéktablat, amelynek mezdihez tartozik egy-egy mondat. (Akar
ugy, hogy ra van irva, akar ugy, hogy egy kartyakészletbdl huzzak a gyerekek.)

PI. szintén két dobokockaval dobunk, €s ha igaz a dobott szamparra a mez6hoz tar-
toz6 mondat, akkor a két szam Osszegével lehet 1épni, ha nem igaz, akkor a két
szam kiilonbségével. Ilyen mondatok allhatnak pl. 2-3. osztalyban a mez6khoz tar-
tozo kartyakon:

,»A két szam egyenld.”

,»2-n¢l nagyobb a kiilonbség koztik.”

,»Az egyik szam megvan maradék nelkiil a masikban.”

,»A két szam Osszege nagyobb 8-nal.”

,»3-nal nem nagyobb a kiilonbség koztiik.”

,,Kiilonbozik a két szam.”

,Ha 7-bol elveszem az egyik szamot, nagyobb marad, mint a masik szdm.”

,,Szorzatuk nagyobb 10-nél.”

,»Egyik kockan sincs 6-0s.”

Minden egyes dobasra el kell dontenilik a gyerekeknek, hogy a mezOhoz tartozo
(vagy huzott kartyan levd) mondat igaz-e. (Persze emellett a véletlenrdl is szerez-
nek tapasztalatokat, s ennek is fontos szerepe van a gyerekek szemléletének alaki-
tasaban. De errdl ebben a fiizetben nem lesz sz6.)

Hasonlo jatékot (szintén két kockdval, vagy mas eszkozzel) szervezziink ugy is,
hogy egyszerre két kartyat kap (huz) mindegyik jatékos. Az itt kdvetkezo, szines go-
lyokkal szervezhetd jatékotlet a kvantoros allitdisok megértéséhez, egy mondat tagada-
sanak értelmezéséhez jarulhat hozza. Alapja szintén az allitdsok igazsaganak megitélé-
se, ¢és szerepet kap a jatékban a véletlen, a valdsziniiség is.

Készitslink pl. egy nem atlatsz6 zsakba 4 piros, 2 z6ld és 1 kék golyot. Harmat
fognak huzni beldle a gyerekek, sorban egymas utan. A kihuzott golyokra vonat-
kozé allitasok vannak a kartyaikon. (A két kartyat el6szor megvalaszthatjdk ma-
guk, vagy azt is a véletlenre bizhatjuk, hogy milyen két mondattal jatszanak egy
korben.)

A kartyak mondatai pl. a kovetkezok:

1. Mind piros.
2. Van koztiik piros.
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3. Harom szint huztunk.

4. Nincs koztiik piros.

5. Nincs koztiik kék.

6. Van kék vagy zold a kezemben.
7. Tobb a piros, mint a zold.

8. Van 2 zold koztiik.

9. 2 szint huztunk.

10. Van koztiik 2 piros.

Kiilonféle szabalyok szerint jatsszuk, mindegyiknek megvan a maga szerepe!

1. szabdly: az 1ép, akinek mind a két kartyaja igazat mond a kihtzott golyokrol

2. szabaly: az 1ép, akinek valamelyik kartyajan igaz allitas van a huzott golyokrol
3. szabadly: az 1ép, akinek az egyik allitasa igaz, a masik hamis

4. szabdly: az 1ép, akinek mindkét mondata igaz vagy mindketté hamis

Feladat:

Gondolja végig, hogy melyik szabalyhoz milyen két kartyat valasztana, ha nyerni
szeretne!

Melyik szabalyok szerint 1éphet biztosan, aki az 1. és 10. kartyaval jatszik? Aki a 3.
¢s 4. kartyat valasztotta? Aki a 4. és 6. kartyaval jatszik? Mas parokat is figyeljen meg!

frjon Gjabb allitasokat, amelyek valamelyik kivalasztott kartyaval egyiitt ,,nagyon
szerencsés” parost alkotnak valamelyik szabaly szerint!

Fejlessze tovabb a jatékot!

Talaljon ki mas eszkozt, és allitdsokat hasonld célu jatékhoz!

Ha tobb szamot alkotunk 6ra elején, amelyekhez sok feladatot akarunk kapcsolni,
sokféle érdekes allitdsokat mondhatnak. Ezek egy része egy-egy szamra vonatkozik,
mas része viszont valamiképpen a szamok egyiittesét jellemzi. Ez utdbbiak olyan
,.kvantoros allitasok”, amilyenek mar az eldbbi jatékunkban szerepeltek.

Halmazokra vonatkozdan fogalmazzanak meg a gyerekek hamis allitasokat is.

Példaul tiz szammal kezdjiik az 6rat harmadik osztalyban:
178, 190, 267, 444, 501, 662, 845, 889, 895, 948

Mindenki kivalaszt maganak koziiliik harmat. Az els6 tanulé nem igaz mondato-
kat mond a valasztasardl. A hamis informaciok alapjan probaljak a tobbiek kita-
lalni, hogy mely szdmokat vélasztotta. Példaul a kdvetkezdk hangzanak el:

,, Van koztiik paros szam.”

,.\Nincs kozottiikk 5-tel oszthatd.”

»Mindegyik szdm nagyobb 500-nal.”

,»Van olyan szam koztiik, amelyben a szamjegyek 6sszege 20-nal nagyobb.”

Aki — valahany informaci6 utan — kitalalja, mely harom szamot valasztotta az el-
s0 jatékos, az mondhat a sajat szamair6l hamis allitasokat.
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Feladat:
Keresse meg a kivalasztott szamokat! Volt-e felesleges informacié? lgazoljal
Valasszon mas harom szamot, és fogalmazzon meg rajuk vonatkozo hamis allitaso-
kat ugy, hogy azok alapjan egyértelmiien meghatarozhassuk a valasztottakat. Keressen

olyan mondatokat, amelyek kozott egyik sem tartalmaz a tobbi mellett felesleges in-
formaciot!

Nyitott mondatokrol altalaban

Az igaz, hamis allitasok készitése és allitasok igazsaganak megitélése mellett is-
merkedjenek meg a gyerekek a nyitott mondatok lezarasaval is. Minthogy ennek a té-
manak egy specialis részérdl — az egyenletekrdl, egyenldtlenségekrdl — egy masik fii-
zetben részletesebben szolunk, itt elsdsorban az ,,indulasrol” lesz szo, és roviden 6Sz-
szegyljtjik a tennivalokat!

Eldszor meg kell ismerkednitiik a gyerekeknek azzal a tevékenységgel, amit a ma-
tematika ,,behelyettesitésnek” nevez. Magukrodl a gyerekekr6l, jol ismert targyaikrol
sz0106 nyitott mondatot mondunk, és ezt egészitjiik ki kiilonféle szavakkal.

Példak
1. ,,Ropiil a, ropiil a ...”

— Elsos gyerekekkel jatszhatunk tgy, hogy alkalmanként mas-mas szdval egészit-
jik ki a mondatot, s 6k magasba emelt kezekkel jelzik, ha igaz 4llitas kerekedett
beldle, (pl. a golya, a fecske, a repiilégép...) az asztalra iitéssel, ha téves lett az alli-
tas (Kata, ceruza...).

2. ,,Uszik a, uszik a ...”

— Probaljuk ki, valoban fennmarad-e a vizen a szinesrud, a fakanal, a fém villa, a
hungarocell labda, a fliz6gyongy... A megfigyelés utan jatsszuk az els6hoz hason-
loan a behelyettesitést: melyik targy neve teszi igazza a nyitott mondatot, melyik
hamissa.

3. ,,A taskaba valo a ...”

— Az Osszegylijtott és egyenként felemelt targyakrol dontsenek a gyerekek. Hasz-
nalhatunk pl. ,,babszin-falat”, amelyben felmutatjuk azt a targyat, amelyrdl éppen
donteni kell.

4. A ... rud révidebb, mint a citromsarga.”

29

5. ,A ... rad révidebb, minta
z0s, az eldbbi egyvaltozos.)

(Az elobbivel valo 0sszevetés: ez kétvalto-

6. ,eeenne neve ugyanolyan hanggal kezdédik, mint . . . neve.”
7. > OO o @ (A dobozban levd gydngy tobb 5-nél.)
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8. 2 D<A”

9.,, ... gyerek tud kettesével sorakozni.”
10. ,,... gyerek fel tud sorakozni ~~ ¢és .. .. egyenld hosszu sorban is.
11.0+3=A

12. ©+ O+ T3>:=18
13.A+ ([} ©=18

14. A+ A+12=18

15. DNig= s
16. A (Josztoja a 24-nek.

A fenti 16 nyitott mondat kozott van olyan, amely a kisgyerek kozvetlen kornyeze-
tének targyairol, személyeirél szol, konkrétan megfoghatd dolgokat (ezek nevét) he-
lyeziink be az liresen hagyott részbe.

A nyitott mondatokkal valo munka 1-4. osztalyban

1. Kezdetben végezhetjiik szoban a behelyettesitést, nem kell ismerniiik a gyerekek-
nek a betliket, irdsjeleket. Ilyenekkel kezdhetjiik azt a munkat, amelyben a kisgye-
rek az igaz, nem igaz logikai értékekkel ismerkedik, amelyekben csak az a dol-
ga, hogy dontson, igazza valt-e az allitas. A logikai gondolkodas legalapvetobb
értékei kertilnek ezzel a kozéppontba.

Mas nyitott mondatokat szamokon értelmeziink: azaz az iiresen hagyott helyre, ke-
retbe szamokat tudunk beleképzelni.

Az absztrakcids folyamatban ez mar egy magasabb szint. Elsé osztalyban még soka-
ig fontos ,,leforditani” ezeket halmazokrol, mennyiségekrdl szol6 nyitott mondatokka.

Pl. a 7. nyitott mondatrol késziiljon kirakas vagy rajz, és el6szor azt dontsék el a
gyerekek, hogy igaz-e, hogy a dobozba tett gyongy tobb az asztalra tett 5-nél, és
csak ez utan jegyezzEk fel a beletett gyongyok szamat.

Ezen a fokon nincs még szerepe egy jol koriilhatarolt alaphalmaznak, amelynek
elemeire vonatkozik az allitas: a gyerekek maguk kereshetnek, nevezhetnek meg tar-
gyakat, személyeket, dolgokat, késébb szamokat, alakzatokat, amelyeket a ,keretbe”
beleprobalnak. Az igy lezart mondatrol aztan dontenek: igaz lett, vagy nem.

Pl. egy elsé osztalyban a kdvetkezo nyitott mondattal foglalkoztak a gyerekek:

11<8+[ ]

Egymas utan mondtak a ,,j6 szamokat”. Volt, aki az 5-6t talalta meg, és bizonyitot-
ta, hogya8 + 5 =13, és a 13 tobb mint a 11. (A gondolkodas konkrétsagat mutat-
ja, hogy a ,,tobb” kifejezést hasznalja az elsé osztalyos gyerek a ,,nagyobb” he-
lyett.) Masik kisgyerek a 10-et gondolta végig, egy kovetkezd lelkesen jelentette
ki, hogy a 100 is igazza teszi a nyitott mondatot. A kdvetkez0 — azzal a hangsuly-
lyal, mint aki még nagyobbat akar mondani — hozzatette, hogy ,,s6t még a 20 is
jo!”
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Mindegyik kisgyerek azzal a készlettel dolgozik ebben a korban, ami mar miikodo-
képes a fejében.

Az elsé években (akar a 4. osztaly végéig) a nyitott mondatban szerepld valtozot
nem betli, hanem kitolthetd pontsor vagy ,,ablak™, keret jeloli. Ennek az a szerepe,
hogy a behelyettesités elvont tevékenységével szemben a keretbe valoban bele lehet
irni, bele lehet tenni a targyat, széot, vagy szamot. (Arra is gondolnunk kell, hogy a
betli most kezd jellé valni a kisgyerek életében: egy-egy hang jelévé. Nehéz lenne sza-
mara, ha szinte azonnal el kellene fogadnia egy egészen mas jel-szerepet.) Még harma-
dik-negyedik osztalyban is érdemes meg0rizni a keretjel6lést, bar néha felvalthatja ezt
egy-egy olyan betli, amely a szoveges feladat megfelel szavara emlékezteti a gyereke-
Ket.

A keret lehet eleinte egy papircsik kivagott ablaka. A csikra irt nyitott mondatot
mindig tovabbmozdithatjuk a tidbladn, ahol beleirjuk a kiprébalasra szant szamot
(szo6t...). Emellé keriilhet az 1 vagy n jel aszerint, hogy igaz, vagy nem igaz lett az alli-
tas a belehelyezett szammal.

Pl.: 16—C]<7+2
16-( 5 J<7+2 | n
16—<7+2 [

A probak utan csak a szam és a hozza tartozo i vagy n jel marad a tablan egymas mel-
lett. Innen visszaolvashatd, hogy az 5 hamis (nem igaz) allitassa valtoztatta a nyitott
mondatot, a 8 igazza tette...

A nyitott mondat értelmezéséhez segit a helyes leolvasasa. A fenti nyitott monda-
tot értelmetlen jelsorozatnak latja, aki nem ismerte meg a jelentését. Helyes altalaban
ugy olvasni el a nyitott mondatokat, hogy a valtozora iranyuljon a figyelem. Konny(
ugy értelmezni, ha a balrol jobbra olvasés helyett is a ,,kerettel” kezdjiik az olvasast:
,valamennyit elvettem a 16-bol és kevesebb maradt, mint 7+2”.

A behelyettesités leolvasasaval pedig ne valtoztassuk meg az eredeti alakot, hi-
szen az eredeti nyitott mondatbol késziilt allitas igazsagarol kell donteni!

Pl. az 5 behelyettesitése utan mondjuk ki, hogy a 16 — 5 <7 + 2 — ez hamis allitas,
¢s csak igazolasként hangozzon el, hogy: ,,mert a 11 nagyobb, mint a 9”. (Ne azt
mondjuk, hogy a 16 — 5 nagyobb mint 7 + 2, vagy hogy a 16 — 5 nem kisebb mint a
7+2.))

2. A masodik 1épés az lehet, amikor mar céllal helyettesitenek be elemeket: olyan
elemeket keresnek, amelyek igazza teszik a mondatot, vagy éppen olyanokat, ame-
lyek hamissa teszik.

Ez a cél rairanyitja a figyelmet a nyitott mondattal leirt tulajdonsagra, osszefiig-
gésre, relaciora. Az érdeklédés eldterébe kertilhet, hogy mifélék azok a szdmok, ame-
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lyek az igy kifejezett tulajdonsaggal rendelkeznek, mifélék azok a szamparok, amelyek
a nyitott mondattal megadott kapcsolatban vannak egymassal.

A lezards még mindig prébalgatassal torténik, mert altaldban nem latjak elére a
masodikosok, hogy milyen allitast kapnak: igazat vagy nem igazat. A sokszori proba
épiti ki azt az érzéket (tudast), ami meggyorsithatja a dontéshozatalt, tigyesebbé teheti
a ,,keresgélést”.

Nem sziikséges kitiintetniink ezen a fokon valamilyen tipusu nyitott mondatokat, in-
kabb az a célszerii, ha sokfélével taldlkoznak tanitvanyaink, (hiszen nem egy megolda-
si modot keresiink még, hanem a lezarast tanuljak). Talalkozzanak tehat nem szamok-
kal és szdmokkal kapcsolatos nyitott mondatokkal is. Tegyenek igazza és tegyenek
hamissa egyvaltozds, két- és tobbvaltozos nyitott mondatokat!

A nyitott mondatok kozott mar 1. osztalytdl szerepelhetnek 1-, 2-, 3 valtozosok
egyarant. Példaul az 5. nyitott mondatunk kétvaltozds, a behelyettesitéshez egymastol
fiiggetleniil valaszthatjak ki a két rudat. A 4. feladat hasonlé az 5.-hez, de abba csak
egyféle rudat ,,probalhatnak bele” egyszerre. Barmennyire is hasonlitanak egymasra, az
otodik 2 valtozos, a negyedik 1 valtozos.

A 4.-et eljatszhatjuk ugy, hogy egy tanul6 felemel a készletébol egy rudat, a tobbiek
dontenek, hogy igaz lett-e az allitas.

Az 5.-nél két gyereket hivjunk ki, mindketten a sajat készletiikbdl vegyenek ki egy
rudat, és egyszerre mutassak fel, példaul tapsra. (A ,,behelyettesités” mindig azonos
Liranyban”, megegyezés szerint pl. balrél jobbra torténjen; igy néha igaz, néha nem
igaz, azaz hamis allitas lesz a nyitott mondatbol. Akkor is hamis lesz, ha a jobb oldali
rud a rovidebb, és akkor is, ha véletleniil ugyanolyan rudat valasztottak.)

A 12. és a 14. egyvaltozods, a 13. pedig haromvaltozos.

2. osztdlyban mar meg szoktdk jegyezni a gyerekek, hogy ugyanabban a nyitott
mondatban akkor hasznalunk ugyanolyan alaka (szinii) keretet, ha kimondjuk, hogy
ugyanarra a szamra kell gondolnunk. Ezt azonban csak megfeleld szituadciokban érthe-
tik meg jol.

Példaul: a 12., 13. és 14. nyitott mondathoz a kdvetkezd harom helyzet tartozhat.

12. ,,Harom dobozba tettem ugyanannyi pénzt, a haromba Osszesen 18 Ft-ot.
Mennyit tehettem egybe-egybe?” (A megfejtést egyetlen szam jelenti, a 6; ezt
kell beletenni mindharom keretbe.)

13. ,,Harom dobozba 6sszesen 18 Ft-ot tettem. Mennyit tehettem az egyes dobo-
zokba?” (A megfejtés sokféle lehetdséget tartalmaz: lehet, hogy az egyikbe 2-
t, a masikba 10-et, a harmadikba 6-ot tettem, lehet, hogy kettdbe egyarant 7-
et, a harmadikba 4-et, esetleg mindharomba is keriilhetett ugyanannyi — ezt
sem zarja ki az elmondott torténet.)

14. ,,Harom dobozba 6sszesen 18 Ft-ot tettem. Kettébe ugyanannyit, a harmadik-
ba pedig 12-t. Mennyit tehettem az elsébe és a masodikba?” (Ismét csak
egyetlen szdm johet szdba, és ezt az egy szdmot kell beletenni a két egyenld
alaku keretbe. Ez a 3.)
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Legyen olyan nyitott mondat, amelyet csak egy elem tesz igazza, legyen amit tobb.
Olyannal is talalkozzanak, amit sehogyan sem tudnak hamissa tenni, vagy éppen seho-
gyan sem tudnak igazza zarni le.

Egyvaltozos nyitott mondatnal a kiilon leirt keret utan kettdspontot tesziink, €s itt
soroljuk a kiprobalt szamokat kiilon az i soraban és kiilon az n vagy h soraban.

20 - =12

PI.

i:1,5,2,4, .. (akiprobalas sorrendjében irhatjak)
n:10, 8, 15, ...

(Szoktak a halmazt jelolo {} jelek kozé irni a szdmokat. Ez azonban az els6 oszta-
lyokban azért is hibas gyakorlat, mert még nem lehet sz6 igazsaghalmazrol, hiszen
jol koriilhatarolt alaphalmaz sincs. Masrészt késobb is téves képzetet alakithat a gyere-
kekben az, hogy bar a keret mindig csak egy-egy elemet képvisel, mégis egy halmaz,
valamilyen elemek OsszeSsége all a keret jele utan.)

Kétvaltozos nyitott mondatok esetében Osszetartozo szam- (egyeb elem-) parokat
gyljtiink. Ezeket két tablazatba irassuk! Kiilon azokat, amelyek igazza tették a nyitott
mondatot, kiilon azokat, amelyek nem tett¢k igazza.

Pl.:
12-()>[ ]+3
o

i
(]2 )4afafs]|1)o] | (J2]|8w0]s3]|
Cdfslafafafr]e| | [dl7|sfo]o]

3. Nagyjabol 3. osztilyban érdemes megtenni azt a fontos 1€pést, hogy kis véges
alaphalmaz minden elemérél meghozzak a dontést, azaz pontosan kijelolik az
igazsaghalmazt (clkiilonitve t6le a tobbi elemet). A 1épés jelentdsége abban van,
hogy teljessé kivanjuk tenni az attekintést, nem bizzuk a véletlenre, hogy mirdl
dontiink. Ezen a szinten kell megallapodni a tanulokkal: csak akkor mondhat-
juk, hogy megoldottunk egy nyitott mondatot, ha a szoba joheté6 minden do-
logrol (szamrol) meghoztuk a dontést, a kijelolt elemek kozott megtalaltuk az
Osszeset, ami igazza teszi a nyitott mondatot.

A modszer tovabbra is a prébalgatas modszere, de ez a probalgatas rendszeresen
szamba vesz minden lehetd értéket. (Ezért sziikséges kis elemszamt alaphalmazzal
dolgoznunk.)

4. A negyedik fokozat a tervszeri probalgatas modszerének kialakulasa; (ez
mar csak a szamok korében alkotott nyitott mondatokra, az egyenletekre és az
egyenlétlenségekre vonatkozik).

A harmadik fokozatbol a negyedikbe szinte észrevétlen az 4tmenet. Ez minden tanu-
16nal kiilonb6zo idében mehet végbe, és nehéz is ,,rajtakapnunk™ dket, hogy mikor
valnak képesekké az egyedi dontések helyett altalanosabb dontések meghozasara.
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A tervszerl probalgatas modszerének 1ényege az, hogy egy tetszéleges proba elvég-
zése utan megitéljik, vajon a kiprobalt szam (ha nem tette igazza a nyitott mondatot,)
»tal Kicsi-e” vagy ,,tul nagy”, és a kovetkezd probat mar eldbbi mérlegelésiink szerint
valasztjuk.

Nézziink egy példat!

50+ () -9=440- ()

Ha — mint a gyerekek tobbségének — nincs semmiféle kapaszkodonk, akkor elég-
g¢ esetleges, hogy mivel kezdjiik a probat.

frjuk be elészor a 10-et! (Erdemes olyannal indulni, amivel kénnyen szamolunk.)

50 + .9=440 -

(=140) < (=430)

A két oldalon allo szam kiilonbozik egymastol. A bal oldalon lényegesen kisebb
szam van, mint a jobb oldalon.

Hogyan keriilhetnének kozelebb egymashoz ezek az értékek? Ugy, ha a bal oldalt
novelnénk és a jobb oldal értékét csokkentenénk. Meg lehet-e tenni egyszerre ezt a
két valtoztatast? Hogyan valasszuk meg a keretbe irt szamot, hogy néjon a bal
oldal? Ha nagyobb a keretbe irt szam, akkor a 9-szerese is nagyobb lesz; ha az 50-
hez nagyobb szamot adunk, akkor az dsszeg is novekszik.

Mi torténik a jobb oldali szam értékével, ha nagyobb szamot tesziink a keret-
be? A 440-bél tobbet vesziink el, mint elébb, ettdl a kiillonbség kisebbé valik.

A 10 utan tehat nagyobb szamot érdemes kiprobalnunk. Legyen ez az 50!

50 + . 9=440-
Most a két szam: 500 és 390.

Kicsit kozelebb keriiltek egymashoz, de most a bal oldalon 4ll6 szam a nagyobb.
Ez azt jelenti, hogy tulsagosan sokat valtoztattunk: tehat most kisebbiteni kell
a bal oldalt és novelni a masik szamot.

Ha 50-nél kisebb szamot irunk a keretbe, akkor (az eldbbihez hasonlé gondolat-
menet szerint) elérjiik a kivant iranyu valtozast: a bal oldalon allo6 500-at csok-
kentjiik, a jobb oldalon a 390-nél nagyobb szamot fogunk kapni. De mennyivel
érdemes visszalépniink? Probaljuk ki a 40-et!

50 + -9 =440 -
A bal oldalon igy 410 all, ¢és 400 ajobb oldalon.

Az elobbi 110-es eltérés 10-re (azaz 100-zal) csokkent attol, hogy a keretbe
10-zel kisebb szamot irtunk.
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Csokkentsiik a beirt szamot még 1-gyel! Ett6l a bal oldali szam 9-szer 1-gyel, az-
az 9-cel fog csokkenni, a jobb oldali 1-gyel novekszik, ami éppen megsziinteti az

eltérést:
50 + -9:440—

401 = 401

fgy talaltunk egy ,,j6” szamot.

Tovabbi meggondolas kell annak belatasahoz, hogy ez az egyetlen. Ezt azonban
éppen a fenti tervszerli probalgatasban nyert tapasztalat segitheti. Hiszen ha egyre
nagyobb szdmokat irunk a keretbe a 39 utan, akkor a bal oldalon egyre nagyobb
Osszegeket nyeriink, €s ugyanakkor a jobb oldali szam egyre kisebbé valik. Ha
39-tdl kezdve kisebbitjiik a beirt szamot, akkor pedig a bal oldali szam egyre ki-
sebbé, a jobb oldali pedig egyre nagyobba valik. Tehat ha eltériink a 39-t6] akar
folfelé, akar lefelé, akkor mindkét esetben egyre tavolodik a két kifejezés értéke
egymastol, csak ellentétes iranyban, sohasem lesznek tobbé egyenlok.

A tervszeri probalgatas modszere két fiiggvény valtozasat figyeli egyidejiileg.
A gyerekek szamérzetét, a miiveletek hatdsanak megértését (a monotonitds tudatosita-
sat), fliggvényszemléletiiket és a szamolasi készségeiket is kedvezden alakitja a mod-
szer alkalmazasa, mikdozben mindvégig tisztan lathatjak a célt. Azt a célt ugyanis, hogy
az Osszes olyan szamot keresik, amely igazz4 teszi a nyitott mondatot.

Megjegyezziik, hogy a szokdsosabb ,lebontogatas” ¢és ,,mérlegelv” alkalmazdsat
tulsdgosan korainak tartjuk als6 tagozaton. Mindkét eljarasban ugyanis 1épésrdl 1épésre
megvaltozik a gyerekek elott allo nyitott mondat. Minden sorban az elébbivel ekvi-
valens nyitott mondatot hozunk létre, mikozben nagyon elvont kovetkeztetések so-
rozatat végezziik. Ha sokan meg is tudjak tanulni, sét értik is ezeket a mddszereket,
gyakran tobbet veszitiink veliik, mint amit nyeriink. Az eljaras helyes végzése ugyanis
sokszor keriil fontossagban a cél, — az igazsaghalmaz meghatarozasa — elé, s ami ,.ki-
jon”, annak gondolatilag nem sok koéze marad az eredeti nyitott mondathoz.

A két modszer elokészitését azonban feladatunknak vallalhatjuk. Egyfelol ke-
reshetnek, alkothatnaknak a tanulék olyan nyitott mondatokat, amelyek ekviva-
lensek egymassal: azaz amelyeket ugyanazok a szamok teszik igazza. Eljék at az ek-
vivalens atalakitas lehet6ségeit. Pl. ha tudjak, hogy egy gondolt szam haromszorosa

meg 2 egyltt 38:
ANV

akkor tovabbi igaz allitdsokat mondhatnak a gondolt szdmrdl anélkiil, hogy tudnék,
melyik is az. Igaz példaul az is, hogy a gondolt szdm hdromszorosa meg 3 az 39; az is,
hogy a gondolt szdm haromszorosa meg 4 az 40; az is, hogy a gondolt szdm haromszo-
rosa meg 1 az 37; az is, hogy a gondolt szam haromszorosa 36... . Az igy megfogalma-
zott nyitott mondatok ekvivalensek: mindegyiket ugyanaz az egy szam teszi igazza.

Kétvaltozos nyitott mondatok kozott is kereshetnek ekvivalenseket! Amikor un.
gépjatékot jatszanak (Lasd, Relaciok, fiiggvények, sorozatok kapcsolatok c. fiizet), ak-
kor a gép kitalalt szabalyat tobbféleképpen le tudjak irni nyitott mondatokkal.
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PI. a gép a bemend szam haromszorosahoz 1-et hozzaad, €s ezt az 6sszeget dobja ki,
(1| 3fwofet| 6] 7] 2[5] | [13] | |
(wofarfea| | | | [2s]ao] [13] |

akkor a bemend és kijovo szamokbol alld szamparok egyforman igazza teszik a ko-
vetkez6 nyitott mondatokat:

-1
(-3

1
()-1)/3
() -2

Természetesen ezek a nyitott mondatok nemcsak az itt szerepld szdmparok halma-
zaban, hanem az Gsszes természetes szam (sOt az Osszes valos szam) korében ekviva-
lensek. Elég azonban az als6 tagozatos gyerekek szamara, ha azt tapasztaljak, hogy
barmely kiprobalt szampar, amely az egyiket igazza teszi koziilik, az a masikat is, és
nem talalnak ellenpéldat.

)
O] EDDD
EDwz@E

A masik lehetdség a felsd tagozatos modszerek elokészitésére az, ha a miiveletek és
inverzeik kozti kapcsolatot jol kidolgozzuk, miikodové tessziik. Egylépéses kovet-
keztetéseket végrehajthatnak pl. igy: ,,Egy szam kétszerese 24. Akkor a szam a 24 fe-
le.” ,,Ha egy szamrol tudom, hogy nala 17-tel kisebb a 100, akkor a szam a 100-nal 17-
tel nagyobb.” Stb.

A nyitott mondatokkal valo6 foglalkozasnak célja az alsé tagozaton

Egyrészt onmagaval a nyitott mondattal, megoldasaval ismerkediink. A megoldasok
keresése soran fontos célunk az igazsag megitélése képességének és az igazsag iranti
igénynek a fejlesztése. Nagy szerepet jatszik az egyenletekkel, egyenldtlenségekkel va-
16 munka a szamolasi készségek fejlesztésében, a szamérzet erositésében, a miivele-
tek jobb megismerésében.

A nyitott mondatok azonban modell-szerepet is betoltenek a matematikaban. Egy-
egy problémat, szoveges feladatot nyitott mondattal irhatunk le.

Nyitott mondattal meg tudunk ragadni szamtulajdonsagokat, szamkapcsolatokat
Is.

Pl. a kovetkez6 nyitott mondat csak a paros szdmokra igaz: A / 2 egész szdm. Ezért

a ,,paros” tulajdonsag leirasara alkalmas.

AL ]=48- [:] nyitott mondat azokra a szdmparokra igaz, amelyek 0sszege 48; ezt
az ,,0sszegiik 48” kapcsolatot, relaciot leirja a nyitott mondat.

A fiiggvények szamparjai kozti kapcsolatot az un. szabélyjatékokban (gépjaté-
kokban) szoktak keresni a gyerekek, és leirhatjak nyitott mondattal.
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Kiilonos szerepet toltenek be az azonossagok a nyitott mondatok kozott. Mar az al-
sO tagozaton is talalkoznak a gyerekek olyan nyitott mondatokkal, amelyeket sehogyan
sem tudnak hamissa tenni: minden kiprobalt szam (szampar) igazza teszi Oket.

PLA-3+12=(A+4)-3

A sejtést hamar megfogalmazzak: minden szdmra igaz — de minthogy a probalgatéas az
egyetlen rendelkezésre 4ll6 lehetdség, — sokaig csak sejtés is marad megallapitasuk.

Az ilyen nyitott mondatok segithetik az altalanositds folyamatat éppen azzal, hogy
magyarazatot keresnek a gyerekek a tapasztalatukra. Ezzel hozzajarulhatnak a legfon-
tosabb miiveleti tulajdonsagok és kapcsolatok jo, kelléen altalanos megértéséhez.
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