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Matematikai logika

Amint a halmazok téma feldolgozasanal tettiik, ugy most is példakbol indulunk ki, hogy arra épithessiink
egy sor részletet.

R. Smullyan két érdekes feladata a kovetkez6: (R. Smullyan: ,,Mi a cime ennek a konyvnek? ” 26. felad-
vanya, 30. old.)

,,Rejtvények hosszu sora szol egy szigetr6l, amelynek bizonyos lakoéi, a ,,lovagok”, mindig igazat monda-
nak, mig a tobbiek, a ,,10k6tok” mindig hazudnak. ...

Harom lakos — A, B és C — egyiitt alldogal egy kertben. Egy arra jaro megkérdezi A-t: ,,On lovag, vagy
160k6t6?” A valaszol, de olyan érthetetleniil, hogy az idegen nem tudja kivenni, mit is mondott. Megkérdezi
B-t: ,,Mit mondott A?” B valasza: ,,Azt mondta, hogy 6 10k6t6”. EKkor k6zbeszol C, a harmadik ember: ,,Ne
higgyen B-nek, hazudik.!” A kérdés az, hogy mit tudhatott meg az idegen harmojukrol.”

Megoldas: Mivel senki nem mondja magat 10k6tonek (sem a lovag, mert 6 igazat mond, sem a 10k6to,
mert 6 meg nem mondhatja meg az igazat magarol), ezért A biztosan lovagnak vallotta magat. B azt allitotta,
hogy A 10k6tonek mondta magat, tehat B 10k6t6. C Kijelentése igaz B-r6l, 6 lovag. A-rol viszont nem deriil
ki, hogy kikhez sorolhato.

A masik példa: (Smullyan: Lovagok és lokotok szigete: 28. feladvany):

Két szerepld: A és B, mindkett6jiikk lovag vagy 16kotd egymastol fiiggetleniil. A a kovetkezot allitja:
,,Legalabb egyikiink 10kot6.” Miféle A €s miféle B?

Megoldas: Gondoljuk ki, mi kovetkezik abbdl, ha A allitasa hamis! Ha A allitasa hamis, akkor A termé-
szetesen 10kotd, hiszen csak a 10kotok tudnak hamis allitdst mondani. Ugyanakkor, ha ez a mondat nem
igaz, akkor a tagadasa igaz, az ugyanis, hogy ,,Egyikiink sem 160ko6t6.” Ellentmondasra jutottunk: Nem le-
het egyszerre igaz egy allitas is és a tagadasa is, azaz nem lehet egyszerre igaz két emberre az, hogy az
egyik (A) 10kotd, meg az is, hogy egyikiik sem 16k6t6.

Ha az eredeti feltevésiink ellentmondasra vezetett, akkor az hibas, téves feltevés volt. Ezért most
gondoljuk végig, hogy mire jutunk, ha az A mondata igaz allitas. Természetesen A lovag, hiszen mostani
feltevésiink szerint igaz allitdst mondott. Amennyiben pedig igaz, hogy egyikiik 10k6t6, akkor B az.

Pé¢ldainkban tobb helyen fordult eld, hogy valamely allitas tartalmardl egy pillanatra el is felejt-
kezhettlink akar, és csak arra hivatkoztunk, hogy ha €z a mondat nem igaz, akkor a tagadasa igaz.
Vagy hogy nem lehet egy mondat és a tagadasa egyszerre igaz.

Az, hogy az allitdsok konkrét tartalmatol fliggetleniil tudunk igaz vagy téves allitdsokbdl ujabb
igaz vagy nem igaz allitdsokat 1étrehozni, azaz lehetdségiink van altalaban gondolkodni allitasok
igazsagarol, ez teszi lehetévé, hogy belepillantsunk gondolkodasunk szerkezetébe, és megismerked-
jink olyan gondolati tevékenységekkel, mint , miiveletek az allitdsok korében”, ,kovetkeztetés”,
,,bizonyitas”, ,,cafolas” stb.

1. Alapveto ismeretek

Az itélet alapfogalom — s ezért nem definialjuk, hanem ,koriilirjuk”. itéletnek nevezziik azokat
a Kkijelentéseket, allitasokat, mondatokat, amelyek vagy igazak, vagy hamisak, (tévesek, nem
igazak). Az ,igaz”, ,téves” tulajdonsagokat logikai értékeknek mondjuk.

Nem lehet itélet egy kérdé mondat, egy felkidltd felszo6litdo vagy 6hajté mondat, és nem itélet az a
hidnyos mondat sem, amelyben alany vagy allitmany hianyzik.




PL. itélet az, hogy 2x2=4, meg az is, hogy 3x4<4x3 — az elsd ugyanis igaz, a masodik nem. Nem itélet a
2 + [] =6, hiszen nincs igazsagértéke. Igazza vagy tévessé azaltal valik, ha pl. az [] helyébe 4-et, 5-6t, 1-
et ... irunk, vagy masképpen tessziik ,,zartta”: ,,Minden [ | szdmra igaz, hogy 2 + [1 = 6", vagy ,,Van olyan
] szam, ami igazza teszi, hogy 2 + [1=6.”

A logika két alapvetd torvénye
o Egy allitas nem lehet egyszerre igaz is és hamis is. (Ellentmondas-mentesség elve)

e Egy allitasnak igaznak vagy hamisnak Kkell lennie, nincs harmadik eset. (A harmadik kiza-
rasanak elve)

(Ezek az alapvet6 torvények szoros kapcsolatban vannak az elemek egyértelmii halmazokba soro-
lasaval, a halmazok megadasanak egyértelmiiségével. Ott is sziikségszertien egyetlen helye van min-
den elemnek: vagy beletartozik egy halmazba, vagy nem. Egyszerre nem kovetkezhet be mindketto.
Masrészt a kett6 koziil az egyik biztosan bekdvetkezik: barmely elem beletartozik egy részhalmazba
vagy a komplementumaba — nincs harmadik eset.)

Az itéletek szerkezete

Az itéletet altalaban nagybetiikkel jeloljiik mindaddig, amig adott, konkrét allitasrél van sz6. Ha
altaldnositani akarunk, azaz az 0sszes lehetséges allitast akarjuk 0sszefogni azzal a céllal, hogy mar
csak az igazsagértékére gondoljunk, akkor kisbetliket hasznalunk.

Egy itélet egyszerii, ha nem bonthato fel tovabbi itéletekre. Az osszetett itéletek egyszeru ité-
letekbdl épiilnek, ilyenekre bonthatok. Gondolkodasunk elemzése, megeértése érdekében elemi
itéletekbdl fogunk épitkezni. Ezeket az elemi itéleteket az OSszetett itélet Komponenseinek mond-
Juk.

Példaul egyszert itéletek:

Siit a nap. Ma kedd van. Minden hétszirmu piros viragnak jo illata van. Csak azok a hallgatok nyerhe-
tik el a tandijmentességet, akik jo tanulmanyi eredményt érnek el. ,,A 1€lek akkor 6regszik, ha mar csak
foldon jarnak a vagyai, szarnytalanul.” (Ancsel Eva: Szdznyolcvankét iij bekezdés az emberrdl)

Ezek az itéletek koznyelvi értelemben lehetnek nagyon bonyolultak, sokszorosan bdvitettek, s6t
alarendelten Osszetettek is. Ugy gondolhatjuk, hogy a mondataink f6 struktirajuk szerint egy alany-
bol és egy allitmanybdl allnak — az allitmanyhoz hozzacsatolva az allitmany bdvitmeényeit, az alany-
hoz pedig az alany bdvitményeit.

Osszetett itéletek pl.:

,,Vagy bolondok vagyunk, s elvesziink egy szélig, vagy ez a mi hitiink valosagga valik.” (4dy. Folszal-
lott a pava); ,,Tan csodallak, &mde nem szeretlek” (Petofi: Az Alféld); ,Legalabb egyikiink 10kotd.”
(Smullyan); (Ez ugyanis arra a két részallitasra bonthato, hogy B 10k6t6, vagy A 10k6t6.)

Az Osszetett itéletek ugynevezett logikai miiveletekkel képezheték mas itéletekbol. Azt is
mondhatjuk, hogy egy vagy tobb itélethez valamilyen modon — tobbnyire nyelvtani formuldk segit-
ségével — itéletet rendeliink, ezaltal végziink logikai miiveletet.

Amikor a mondatok szerkezetét vizsgaljuk, allitasokbol, itéletekbdl 0 itéleteket hozunk 1étre, ak-
kor az itéleteket képviseld betiijelekbdl és ,,miiveleti jelekbdl” 4116 kifejezésekkel dolgozunk. Ezeket
a kifejezéseket formulaknak nevezziik. (Néha ez egyetlen betiijelre is redukalodhat.) Formulanak
nevezziik az allitdsok logikai értékének jelolésére hasznalt kis betiikbdl és miiveleti jelekbdl alld
kifejezéseket is.



2. Logikai miiveletek itéletekkel
2.1 Konjunkcio

1. A 72 oszthat6 2-vel és (oszthatd) 3-mal.
2. A 72 oszthat6 2-vel és (oszthatd) 5-tel.
3. A 72 oszthat6 7-tel és (oszthato) 13-mal.

Az 1. Gsszetett itéletet mindenki igaznak tartja, a 2.-at és 3.-at nem.
Vizsgaljuk meg ezeknek a mondatoknak a szerkezetét! Ehhez formalizaljuk dket!

A harom mondat elemi itéletei: K: A 72 oszthato 2-vel,
H: A 72 oszthatd 3-mal.
O: A 72 oszthato 5-tel,
P: A 72 oszthat6 7-tel
T: A 72 oszthato 13-mal.

Mindharom mondatban a két-két elemi itéletet az és kotdszo kapcesolja dssze, szerkezetiik, formu-
lajuk: , K és H”, ,K és O”, ,,P és T”. Az ily mddon ,,és”-sel dsszekapcsolt itéletet csak akkor te-
kintjiik igaznak, ha mindkét komponense (a benne szereplé mindkét egyszertibb itélet) igaz. A
,K és H” formulaval megadhatd miiveletet és a 1étrejovo Osszetett itéletet egyarant konjunkcionak
nevezziik. A konjunkcié pontos definicidjat azonban nem ezek a szavak adjak meg, hanem — mint
alabb leirjuk — az, hogy minden lehetséges esetre megmondjuk, hogy igaz-e ez az Gsszetett itélet
vagy téves.

A szines, ¢l nyelv ugyanis igen sokféleképpen fejezi ki ezt a kapcsolatot: ,,de”, ,, amde”, ,,bar ...
mégis”, ,,s0t”, ,,mindkettd”, ..., tehat nem maga az ,,€s” sz6 a dontd, hanem a kapcsolat szorossaga:
az az értelme ugyanis, hogy csak a teljes igazsag igazsag. Ezt anndl is fontosabb tudni, mert az ,,&s”
kotdszot 1s hasznaljuk maés értelemben, nemcsak a konjunkcio kifejezésére. Példaul amikor azt allit-
juk, hogy az osztalyba jarnak széke és kék szemi lanyok, ezt ugy értjiik, hogy olyanok, akik egy-
szerre szoke hajuak és kék szemiiek is. Ha viszont azt mondjuk, hogy az osztalyba jarnak szokék és
kék szemiiek is, akkor lehet, hogy egyik sz6ke lanynak sem kék a szeme.

A logikai miiveleteket az értéktablazatukkal definialjuk. Az értéktablazat szamba veszi a kom-
ponensek Osszes lehetséges logikai értékét, s minden esetre megmondja, hogy ez esetben a miivelet-
tel képzett Osszetett itélet igaz-e vagy téves.

Egyetlen itélethez kétsoros tablazat p p|q plgi|r
tartozik: az itélet igaz vagy nem. i il i1l
Két itélet esetén mar négyféle lehetd- i [ h i [ilh
séget kell vizsgalnunk: lehet mindkét - -
komponens igaz, lehet az elsd igaz, h|i I h| i
masodik nem, vagy forditva, és lehet hlh i|hih
mindegyik hamis. hli]i
Hérom itélet esetén nyolc esetet kell hlilh
megkiilonboztetni. hlnli

h|{hih

(Erdemes megdrizni a tablazatnak egyféle rendjét, mert igy knnyebben osszehasonlithatova val-
nak a kiilonféle kifejezések.)



A Kkonjunkcidt tehat értéktablazataval igy definialjuk:

p g | PAq

[ [ [

I h h A tablazatbol kozvetleniil leolvashato a miivelet
h i h kommutativitdsa: a p és q minden igazsagértéke
h h h esetén PAQ= qAp

Vizsgaljuk meg, hogy vajon asszociativ-e a konjunkcié miivelete! Ehhez azt kell vizsgalni, hogy
azonos-e a kovetkezd két kifejezés:

(PAQ) AT és pA (QAT).

Figyeljiink az igazolas modjara! A p, q, r minden lehetséges igazsagértéke esetén megvizsgaljuk,
hogy azonos-e a két Osszetett itélet logikai értéke, és csak akkor mondjuk, ki, hogy fennall az azo-
nossag, ha sorrdl-sorra minden esetben egyezik a két tablazat. (Azért lehetséges ezaltal az 0sszes
lehetséges harom itéletbdl 1étrehozott ilyen OSszetett itéletre kimondani az azonossag fennallasat,
mert az allitasok helyett igazsagértékiiket vizsgaljuk.)

p q r | PAg | (PAQ) Ar p q r | gAr | pA (gan)
i i i i i i i i i i
i i h i h i i h h h
i h i h h i h i h h
i h h h h i h h h h
h i i h h h i i i h
h i h h h h i h h h
h h i h h h h i h h
h h h h h h h h h h

Leolvashato, hogy ha egy itéletet onmagaval kapcsolunk 6ssze a konjunkcié miiveletével, akkor
természetesen onmagat, az eredeti itéletet kapjuk: Ady sordban a ,,Szeretlek €s szeretlek €s szeret-
lek” hangulatilag tobbet mondott, mintha csak azt allitotta volna, hogy szeretlek, de matematikai
értelemben mégiscsak ezt fejezte ki.

SAS =S, SOt SASAS =S

hiszen S SAS

h h

azaz sas éppen akkor igaz, amikor s igaz, éppen akkor hamis, amikor s hamis.



2.2 Diszjunkcio

A megenged6 diszjunkcio
,»Az aldozat otthon volt az este, vagy szolt a radidja.” — hangzik el egy tanti vallomasa.
A két elemi itélet, amibdl a kijelentés keésziilt:
1. Az 4ldozat otthon volt az este.
2. Szo6lt a radioja.

A kettot a vagy sz6 kacsolja 0ssze. Mondatunk értelme szerint akkor fogadjuk el igaznak ezt a
,vagy’-gyal Osszetett allitas-format, ha valamelyik komponense igaz: az elso, a masodik vagy eset-
leg mindkettd. Tehat csak egy esetben hamis: amikor mindkét részitélet hamis.

Tablazattal igy definialjuk a diszjunkcio miivele- p | qd pvq
tét és a diszjunkcioval képzett oSszetett itéletet: i i i
i h I
h i I
h | h h

A tablazatbol kozvetleniil leolvashaté a miivelet kommutativitasa: pvg=qvp. (Pontos megfogal-
mazasat az olvasora bizzuk!)

Onallé feladat: az asszociativitast és az itélet SGnmagaval vett diszjunkciojat értelmezni, tablazat-
tal megmutatni.

A diszjunkcid és konjunkcid egyiittesére vonatkozé miveleti tulajdonsag a disztributivitas. En-
nek a tulajdonsagnak a matematikai logikdn beliil éppugy két valtozata igaz, mint a halmaz-
miveletekkel kapcsolatban:

(pva) AT =(pAr) v (@ar)  (pAg) v T =(pvr) A (qvr)

A kizaro diszjunkcio
,,Vagy moziba megyiink, vagy szinhazba.” Mit jelent ez a nyomatékos kett6és vagy-gyal megfo-
galmazott mondat?

Elsére megallapithatjuk, hogy nem igaz a kijelentés, ha egyik igéretet, elhatarozast sem valtjak
be. Szintén konnyi egyetérteni azzal, hogy igaz az 0sszetett mondat akkor ha csak moziba mennek
vagy csak szinhdzba. Most azonban nem tekintjiik igaznak a mondatot, ha végiil a mozi utan elmen-
nek a szinhazba is. Eppen ezt az esetet zarja ki a kettds vagy.

Tabléazattal igy adjuk meg a ,,kizaré vagy” értelmét:

p q |pva

i [ h

i h [ A kizér6 diszjunkcio tehat akkor igaz, ha az egyik
i i részitélet igaz, a masik hamis, és akkor hamis, ha a
h h komponensek logikai értéke megegyezik.



Osszeférhetetlenség:
On dont: ,,Iszik vagy vezet.”

Az idézdjelbe tett mondatot nem ugy értjiik, hogy ez csak akkor téves, ha nem is iszik, nem is ve-
zet, a tobbi esetben igaz, azaz nyugodtan teheti mindkettdt is egyszerre. Nem is ugy, hogy egyszerre
nem teheti hogy alkoholt fogyaszt és kozben vezet, de valamelyiket folyamatosan végeznie kell. Ha-
nem éppen azt akarjuk kifejezni, hogy megteheti az egyiket, vagy kiilon a masikat, megteheti, hogy
nem is iszik és nem is iil volan mell¢, de egyszerre nem teheti mindkettdt: ez a két dolog 6sszeférhe-
tetlen.

Az értéktablazatnak csak az els6 soraba keril h, a tobbibe 1. Pl d p | q
i i h
i h i
h i i
h | h i

A koznapi értelemben haszndlt ,,vagy” szd jelentheti akdr a megengedd, akdr a kizard
diszjunkciot, vagy az Osszeférhetetlenséget. Az allitasok értelmezése — a hangsulyok, szovegossze-
fliggések figyelembe vételével — nem tartozik a matematikai logika feladatai kozé; az itéleteket az
értelmezés utan kell formalizalnunk, s csak ez utan 1ép be gondolkodasunk segitésére a logika.

2.3 Negacio

Mielétt a kétvaltozods logikai miiveleteket tovabb vizsgalnank, megismerkediink egy egyvaltozds
miivelettel, a negacioval.

Barmilyen itéletbdl a ,,nem” sz6 segitségével olyan 1j itéletet képezhetiink, amely hamis, ha az
eredeti itélet igaz volt, és igaz, ha az eredeti itélet hamis. Gondolkodasunknak egyik leggyakrab-
ban alkalmazott logikai miivelete a negacio, vagy tagadas. Jele: —

A negacio értéktablazata: p | —p

L

h i

Nem szabad Osszetéveszteni a negalast az ,,ellenkezéje” vagy ,.ellentettje” értelmével!

Pl. ha tagadjuk egy szamrol, hogy az kisebb 100-ndl, ezzel nem azt fejeztiik ki, hogy nagyobb
100-n4l. Ugyanis lehet nagyobb, de lehet maga a 100 is.

Hasonloan a pozitivnak ellentettje a negativ, de nem a tagadasa. A pozitiv tagaddsa a nem po-
zitiv, ami egy szamrol azt fejezi ki, hogy az negativ vagy 0.

A koznyelvben is alkalmazzuk az ,.ellenkezdje” megfogalmazasat (pl. a fehér ellenkezéje a fe-
kete, a kicsinek a nagy, az oriasnak a torpe ...), ez a két ellentétes polus kizarja egymast — ha az
egyik igaz valamire, akkor az ellenkezdje nem lehet igaz.

Aki Osszetéveszti a tagadast az ,.ellenkezdje” kifejezésével, az csak annyit var el a negaciotol,
hogy ne lehessen igaz egyszerre az eredeti allitassal. Egy allitas és a negaltja azonban egyszerre
igaz sem, téves sem lehet! Az also tagozatos gyerekek gondolkodasfejlesztésében megjelenik ennek
a logikai miiveletnek a hasznalata; nagy gonddal kell iigyelni a ,,tagadas” tiszta fogalmanak alakita-
saral



Kiilondsen gyakran fordul eld az ellentettel valo dsszetévesztés azoknak a mondatoknak a tagada-
sanal, amelyek egy Osszességrol, halmazrol allitanak valamit. (Lasd még: kvantifikacio.) Ha valaki
azt mondja a tal gyiimolcsre: ,,Mindegyik gyiimdlcs sarga”, ez ellen igy tiltakoznak: ,,Nem: egyik
sem sarga!” Természetesen nem lehet igaz mindkét mondat egyszerre ugyanarra a tal gytimolcsre
nézve. De lehet, hogy mindkett6 allitas téves, (pl. ha van sarga, zold és piros gyiimolcs is rajta), eb-
bdl latszik, hogy nem lehet az egyik tagadasa a masiknak. (Az eredeti allitas tagadasa: ,,Nem mind-
egyik gyliimolcs sarga”, vagy maskeéppen: ,,Van a talon nem sarga gyiimolcs”.)

A konjunkcio, a diszjunkcio és a negacio tagadasa
Mit értiink annak a mondatnak a tagadasan, hogy pl. ,,A kartyan all6 szam paros €s kétjegyii.”?

Olyan mondatot kell alkotnunk, ami éppen akkor hamis, amikor ez igaz és éppen akkor igaz, ami-
kor ez hamis.

Mondhatjuk-e, hogy a fenti mondat tagadasa a kovetkez0: ,,A kartyan allo szam paratlan és egy-
jegyl.”

Akarhany szamot végigvizsgdlhatunk, barmelyik 4ll is a szdmkértyan, nem lehet igaz mindkét
mondat. Ha valdban paros kétjegyli szam all rajta (pl. a 34, vagy 98), akkor biztosan hamis a maso-
dik mondat. Ha egyjegyti, paratlan szam 4all a kartyan, arra meg az el6bbi mondat hamis. Azonban

mégsem tagadasa a masodik itélet az els6nek, mert egyszerre lehet mindkettd téves. Pl. ha a kartyan
a33,a 106, vagy a 8 all.

Az idézdjelben allé mondat (,,A kartyan alléo szam paros és kétjegyii.”’) egy konjunkcio, ennek a
tagadasat keressiik.

A konjunkci6 értéktablazataban egyetlen esetet talalunk, ahol igaz a logikai érték, a tobbi eset-
ben hamis. Tagadasa tehat egyetlen esetben hamis, a tobbi haromban igaz.

P|9|pPAq|—(PAQ) | =P | =G| —PV—Q
Olyan itéletet azonban diszjunkcidként i i h h | h h
is fel tudunk épiteni, amely egy esetben ilh! h i hli i
hamis, a tobbi esetben igaz, mégpedig az hlil n i i | h i
eredeti komponensek tagadasaibol: hinl n i | i

Egy konjunkcid paq tagadasa: —(pAQ) tehat megfogalmazhatd olyan diszjunkcioként is, amely-
ben az eredeti mondat komponenseinek, p-nek és q-nak a tagadasa all:

—(PAQ)==pVv—q
Ez tehat az eredeti pé¢ldamondat tagadasa: ,,A kartyan allo6 szdm nem paros vagy nem kétjegyii.”
Vagy igy: ,,A kértyan all6 szam paratlan, vagy nem kétjegyii.”

Hogyan fogalmazhaté meg annak az itéletnek a tagadasa, hogy ,,A kartyan allo szam 2-vel vagy
3-mal oszthatd.”? Tehat mit jelent ez a tagadas: ,,Nem igaz, hogy a kartyan levo szam oszthato 2-vel
vagy 3-mal.”

Azt jelenti, hogy ,,A kartyan 4ll6 szam nem oszthatod 2-vel vagy nem oszthaté 3-mal.”? Latjuk,
hogy ez a mondat és az eredeti nem lehet téves egyszerre. De lehet mindkettd igaz (pl. ha a kartyan a
8 all, vagy a 15 ...) — tehat nem tagadasa egyik a masiknak!

Ujra az értéktablazat segitségével tudjuk felépiteni masképpen is azt a mondatot, amelynek igaz-
sagértéke sehol sem egyezik az eredeti mondat igazsagértékével. A pvq egyetlen esetben hamis, ha
p is, q is hamis, a tobbi esetben igaz, ezért a tagadasa egyetlen esetben igaz, a tobbiben hamis.



Olyan konjunkciét kell ezért keresni, amelynek a komponensei akkor igazak, amikor az eredeti
mondat komponensei hamisak. Tehat értéktablazattal igazolhatd, hogy:

—(Pva)==pA-q
Ez a mondat: ,,Nem igaz, hogy a kartyan lev6 szam oszthat6 2-vel vagy 3-mal.”, azonos értelmii az-
zal, hogy ,,A kartyan lev6 szam sem 2-vel, sem 3-mal nem oszthatd.”.

Szintén az értéktablazatabol kozvetleniil leolvashatd, hogy egy itélet negaltjanak a tagadasa az
eredeti itélettel azonos. =(=p)=p
Ez teszi jogossa azt a fogalmazast, hogy két itélet ,,egymas tagadasa”.

2.4 Implikacio

,,Egy orszagban igen elterjedt a csekk, mint fizetdeszkoz. Az egyszertsités érdekében azt fogad-
tak el, hogy nem kell minden csekket alairni, de ha 1000 Ft-nal nagyobb az 6sszeg, akkor csak alair-
va érvényes.

A kovetkezd csekkek keriiltek a postaskisasszony el¢€, az egyik a pénzes oldalon, a masik az ala-
iras oldalan:

3450 Ft 570 Ft Ferenczi

Melyik csekket kell megforditania ahhoz, hogy eldonthesse, érvényes-e a csekk?”

(Méré LaszI6 példaja nyomdn; Méréd: Eszjdrdsok)

A megoldast barki atgondolhatja minden matematikai logikai eléképzettség nélkiil. Nincs kétsé-
giink afeldl, hogy az elsé csekken meg kell nézni, van-e alairas. Azt is biztosan elfogadja mindenki,
hogy a harmadik csekk érvényes fiiggetleniil attdl, hogy hany forintrél szol. A mésodik csekk szin-
tén érvényes, akar ald van irva, akar nincs, nem kell megnézni a tilso oldalt. Az utolsé csekket
azonban megforditjuk, hogy donthessiink az érvényességérol.

Ha az eldbbi szabalyt tartalmazé mondatot logikailag értelmezziik, akkor azt két egyszerii itéletre
bonthatjuk:  A: 1000 Ft-nal nagyobb az Gsszeg. B: Csak alairva érvényes.

A két itéletet a ha ...., akkor kotészavak kapesoljak ossze. Ertelmezziik ezt a miiveletet.

A ,Ha A, akkor B” szerkezetii mondatot implikacionak nevezziikk. Az A az elétagja, B az
utétagja. Hamisnak tekintjiik, ha az elétag igaz, az utdtag nem igaz, hiszen éppen ezt koti meg ez a
nyelvtani szerkezet. Minden egyéb esetben igaznak fogadjuk el — ahogy érvényesnek fogadtuk el az
1000 Ft-nal nem nagyobb 6sszegrol szolo csekket alairva és aldiras nélkiil egyarant.

Az implikacié értéktablazata: a b |a>b
[ [ [
[ h h
h [ [
h h [

Azt is mondjuk, hogy A elégséges feltétele B-nek, és azt is kifejezi ez a miivelet, hogy B sziiksé-
ges velejargja A-nak. (A matematikusok ez utdbbi esetben is ,,feltétel” szot hasznalnak: az elétag
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sziikséges feltételének nevezik az utdtagot; de talan a fent hasznalt koznyelvi kifejezés konnyebben
érthetdvé teszi a két elemi itélet kapcsolatat az implikécio teljesiilése esetén.)

Az elotag elégséges feltétele az utotagnak: ezt ugy érthetjiik meg, hogy igaz 6sszetett allitas ese-
tén amennyiben az elétag igaz, ez biztositéka annak, hogy az utétag is igaz. Eppen ezt fejezi ki
anyanyelviink a ha ..., akkor szofordulattal. A ,,Ha esik az es6, akkor vizes a jarda.” allitas ezt fejezi
ki: elegend6 tudnunk, hogy esik az es6, ha arra vagyunk kivancsiak, hogy vizes-e a jarda.

Amikor azonban ez az osszetett allitas igaz, (azaz allithatjuk, hogy semmi nem évja a jardat az
esOtdl), ezzel nem fejezziik ki egytttal azt is, hogy a jarda vizességehez sziikséges az esd. Hiszen ez
mas modon is elérhetd (pl. locsolassal).

Azt, hogy az eldtag elégséges feltétele az utdtagnak, az értektablazatban azzal a ténnyel kothetjiik
Ossze, hogy amikor az implikacio igaz, akkor elegendd az elotag igaz volta ahhoz, hogy az uto-
tag is igaz legyen. (Ugyanakkor azonban az utotag olyankor is lehet igaz, amikor az elétag hamis,
ezért nem mondhatjuk, hogy az utotag igazsagahoz sziikséges az eldtag igaz volta.)

Az utotag sziikséges velejaroja az elotagnak. Ez a kijelentés arra utal, hogy ha latjuk, hogy vi-
zes a jarda, akkor tudjuk, hogy eshetett az esd. (Azaz a jarda vizességének ismerete sziikséges ah-
hoz, hogy ne zarhassuk ki, hogy esett az esd.) A vizes jarda sziikségszeriien egyiitt jar az esével.
(Emellett azonban nem elégséges latnunk a vizes jardat ahhoz, hogy kideritsiik, vajon tényleg esett-e
az eso0.)

Az értéktablazatban ezt az mutatja, hogy amikor igaz az implikacio, akkor az elotag csak ugy
igaz, ha az utotag is igaz. Az igaz értékli implikacid esetén az utotagnak sziikségképpen igaznak
kell lennie, hogy az eldtag igaz lehessen.

Nézziink egy matematikai példat konkrét esetre. (A példankban egy el6ttiink alld6 haromszog-
6l lesz sz6. Hogy mégis tobbfélét rajzoltunk ide, annak az a szerepe, hogy gondolni tudjunk a tobb-
féle lehetdségre.)

,Ha a haromszdg egyenld oldalt, akkor van két egyenld szoge.”

A részitéletek: R: A rajzolt haromszog egyenld oldalu.
S: Van két egyenld szoge.

Milyen lehetne a rajzolt haromszog?

ol a=p=y
Lehet egyenl6 oldalt, amelynek van egyenld szogparja. \<I
Lehetne egyenld oldalti, amelynek nincs egyenld szog-

parja (de persze ilyet nem tudunk rajzolni!)
Lehet nem egyenld oldalu, amelynek van egyenld szog- B=y &
parja.

Lehet nem egyenlé oldala, amelynek nincs egyenld ﬂ
szO0gparja.

Az R—S implikacio6 szerint elegendd tudnunk a haromszogrol, hogy egyenld oldala, ahhoz, hogy
ranézés nélkiil eldonthessiik: van két egyenld szoge. Természetesen nem sziikséges, hiszen minden
egyenld szart haromszognek van két egyenld szoge, ehhez nem kell a harmadik oldalnak is ugyan-
akkoranak lennie.

Az is igaz, hogy az egyenl0 két szog sziikségszerli velejaroja az egyenld oldalusagnak.
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Normalalak

Az implikacio tdblazataban észrevehetjiik, hogy csak egyetlen sordban van h érték éppugy, mint a
megengedd diszjunkcioban, (csak nem abban a sorban, amelyben mindkét komponens hamis). Tiin-
tessiik fel tablazatunkban a mellett a nem-a-t is! Igy meg tudunk fogalmazni egy olyan diszjunkciot,
amely éppen abban a sorban hamis, mint az a—b implikacio:

a b —a a—b —-avhb
i i h i i
i h h h h
h i i i i
h h i i i

Azt talaljuk, hogy az a—b pontosan azt fejezi ki, minta —a v b.

Sok esetben célszerii a formulakat olyan alakra hozni, amelyben az ,,és”, ,,vagy” szavak mellett
csak az elemi itéletekre vonatkozo ,,nem” szerepel. Az itéleteknek ilyen formajat normalalaknak
mondjuk. Az implikédcionak az el6bb megalkotott formaja a normalalakja.

Nem igazoljuk, de tudnunk kell, hogy minden 6sszetett allitas felirhatdo normalalakban.
Az implikacié még egy alakja (Kontrapozicid)

Gyakran tudjuk konnyebben hasznalni az eredetileg megfogalmazott a—b szerkezetli mondat he-
lyett azt, hogy —b——a, mert pl. azt tudjuk, hogy —b. Bizonyitsuk be, hogy a—b = =b——a! (Erték-
tablazattal, 6nallo feladat!)

2.5 Ekvivalencia

Eléfordul, — pl. bizonyos hangsulynak megfeleléen, — hogy egy ,,ha ... akkor” fogalmazasu ma-
gyar mondatot masképpen értelmeziink, mint a matematikaban. PI. ,,Ha megtanultad a leckét, akkor
elmegyiink a moziba.” Ebben a mondatban nemcsak igéret van benne. Azt is beleértjiik altalaban,
hogy lecke utdn elmegylink, ,,de csak akkor megyiink, ha megtanultad a leckét, egyébként nem”.

Ha igy gondoltuk, akkor ebben nemcsak a ,,ha ..., akkor”-t értettiik bele, hanem azt a szigorubb
megkotést is, hogy ,,akkor, és csak akkor megyiink, ha megtanultad a leckét”. Ez a gondolati szerke-
zet egyenranguva teszi a két itéletet: akkor fogadjuk el igaznak az ily mdédon képzett Gsszetett itéle-
tet, ha a komponensek logikai értéke megegyezik. Az ,,akkor, és csak akkor ... ha” szavakkal kife-
jezett logikai mivelet neve: ekvivalencia.

Példank pontositott igéretét akkor teljesitjiik, ha a lecke elkésziilte esetén elmegyiink a moziba, ha
pedig nem késziil el a hazi feladat, akkor nem. Ha a lecke elkésziil, mégsem megyiink moziba a gye-
rekkel, akkor joggal érezheti becsapva magat, ha pedig a feladat teljesitése nélkiil is eleget tesziink a
kérésének, kovetkezetlenek vagyunk, szintén nem a kikotés szerint jarunk el.

Amikor egy anyanyelviinkdn megfogalmazott mondatot ,,leforditunk” a matematikai logika nyel-
vére, akkor arra vagyunk rautalva, hogy eldontsiik, igaznak vagy tévesnek itéljiik-e a mondatot a
részitéletek igaz illetve téves volta esetében. Ezért nem mondhatjuk ki eleve, anélkiil, hogy meggon-
dolnank, miképpen is értjiikk az allitast, hogy az ilyen és ilyen kifejezések pl. ekvivalenciat hoznak
létre.

A miiveletet a szohasznalatnal pontosabban hatarozza meg az értéktablazata.
12



Az ekvivalencia értéktablazata: a b aeb

|
i h h
[ h

h h [

Az ekvivalenciat igy is fogalmazzuk: ,,a sziikséges és elégséges feltétele b-nek”. Ennek megfele-
18en az ekvivalencia két implikacid konjunkcidjaval is kifejezhetd:
a<>b = (a—b) A (b—a)

Bizonyitsuk be, hogy a<>b = (a—b) A (b—a)

(Mit jelent az, hogy bebizonyitjuk két itéletrdl, hogy azonos a jelentésiik? A részitéletek Gsszes

.....

¢rtéke. Ha igen, akkor a kifejezések kiilonbozdsége ellenére is ugyanazt allitja a két kijelentés. Ha
viszont csak egyetlen esetben is kiilonbozne ez az érték, akkor nem egyez6 értelmiiek az itéletek.)

Képezziik tehat most az a<>b-t és az = (a—b) A (b—a)-t, és sorrodl-sorra ellendrizziik, hogy azo-
nos-e a két kifejezés logikai érteke!

a | b —-a| —b aeb (a—b) —a——b (a—>b) A (b—a)
i i h h i [ [ i
i h | h [ h h [ h
h i i h h [ h h
h | h i [ i [ [ i

A két vastagon szedett oszlop soronkénti megegyezése mutatja, hogy a két kifejezéssel leirt allitas
értelme azonos.

Az itéletekkel végzett miiveletek attekintéseként foglaljuk dssze a kétvaltozos logikai miive-
letek lehetséges értékeit! Ezt ugy tessziik, hogy rendszeresen kitoltjiik az oszlopokat az 1 és h be-
tlikkel minden lehetséges modon, s utdna a ,,fejlécbe” beirjuk azt a miiveletet, amelyet az értéktabla-
zat megad. Lesznek ,,ismerds” esetek, de felismeriink olyan eseteket is, amelyek csak az egyik allitas
igazsagatol fiiggnek, sot olyan esetek is lesznek, amelyek mindkett6td] fiiggetlenek.

plali|pvala-plp—>alplalp|dlpeq pVa [=d|=p|pag |pa—a]=padi=pa-q | h
Plifi i i i h |ifi] i h h|lh|i h h h h
ifhfif i i h i |i|h| h i i |h|h i h h h
hii|i| i h i i |hfi| h i h|i]h h i h h
hih(i| h i i i |hi{h] i h i|1|h h h [ h

A 3. és az utolso oszlop fiiggetlen a p és q értékétdl: az eldbbit azonosan igaz, az utébbit azonosan
hamis itéletnek mondjuk. Négy olyan oszlopot taldlunk, amely igazén csak az egyik allitas igazsaga-
tol fligg, a masiktdl fiiggetlen. A tobbit pedig mind megfogalmazhattuk a megismert miiveletekkel.
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Logikai fiiggvény, nyitott mondat

1. Alapok

Azt mondtuk, hogy kijelentd mondataink itéletek, allitasok, ha van hatarozott logikai értékiik. fté-
leteink kozott megkiilonboztettiink egyszerlieket €s Osszetetteket aszerint, hogy mar tovabbi, logikai
értékkel rendelkez6 itéletekre nem bonthatok fel, vagy felbonthatok ilyenekre.

Azonban, ha egy egyszerl itéletet tovabb vizsgalunk, megkiilonboztethetiink benne alanyt, (ala-
nyokat) és allitmanyt — matematikai szakszavakkal: individuumot és prédikatumot. (A logika a
nyelvtani alany bévitményeit az alanyba siriti bele, a nyelvtani allitmany bévitményeit az allitmany-

ba).

Ha ki akarjuk fejezni az individuum és a prédikatum kapcsolatat, akkor — furcsa mdédon — az al-
litmanyt szoktuk nagybetiivel jelolni, s amire vonatkozik, amirdl allit valamit, azt utana, kisbetiivel,
zéarojelben.

PI. Ha azt allitom, hogy ,,A hat paros szam.”, ezt mint elemi itéletet igy jelolhettiik: P. A mondat
allitmanya az, hogy paros szam, s amire vonatkozik a kijelentés, az a 6. A kijelentés szerkezetét
a P(h) mutatja: paros szdm a hat.

Egy allitmany két vagy tobb logikai alany kozti kapcsolatot is kifejezhet.

PI. ha azt allitom, hogy a 6-nak osztdja a 2, ez a kijelentés értelmezhet6 igy is: az allitmany az
,,08zt0ja”, s ez a 6-ot és a 2-t koti Ossze: osztdja 6-nak a 2: O(6, 2).

Erre az elemzésre azért van sziikség, mert gyakran fordul eld, hogy a mondatban hianyzik az in-
dividuum, azaz valtozo helyettesiti, amely képviseli a szoba joheto alanyokat.

Pl. Az els6 mondatunkbdl elhagyhatjuk a konkrét alanyt, és azt mondjuk, hogy ,,A .... paros
szam.”, vagy igy: ,,x paros szam.” Jelekkel: P(x). Igy a mondatunk elvesztette a logikai értékét:
nem mondhatjuk sem igaznak, sem tévesnek.

Vagy a masodik példankban elhagyjuk a két alanyt: ,, A ....-nak osztéjaa . . . .”, ,a-nak osztdja
b”. Jelekkel: O(a, b). Elhagyhatjuk az egyik alanyt, pl. ,, A ...-nak osztdja a 27, és igy az elsd
P(x)-szel azonos mondat-format kapunk.

Definicio: Adjunk meg egy alaphalmazt! Egy mondat-forma, amely az allitmanyt tartalmazza,
de az alanya helyén az alaphalmaz egy-egy elemét képviselo valtozo all, logikai
fiiggvényt ad meg. A logikai fiiggvény értelmezési tartomanya a megadott alaphal-
maz, értékkészlete pedig a két lehetséges logikai értékbol allo halmaz: {i, h}.

Amikor a logikai fliggvény valtozdja helyébe az alaphalmaz egyes elemeit tessziik, ezaltal ité-
letté valik a mondat-forma: hatarozott logikai érték tartozik hozza.

Elobbi példankat tegyiik teljessé azzal, hogy pl. valasszuk meg alaphalmaznak a 10-nél kisebb
természetes szamok halmazat. A .... paros szam.” mondat-formaban a pontsor képviseli az alaphal-
maz szamait. Ha ezeket a szamokat rendre beletessziik az alany helyére, akkor ilyen allitasokat ka-
punk: A 0 parosszam. —  Ezigaz

Az 1 paros szam. —  Ez hamis.
A 2 paros szam. - Igaz.

Es persze ezek koziil valamelyik itélet igaz, a masik nem igaz. gy rendeli a fiiggvényiink a 0-
hoz az ,,igaz” logikai értéket, az 1-hez a ,,hamis” értéket, a 2-h6z ismét az ,,igaz”-at ...
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A logikai fiiggvényt az als6 tagozaton nyitott mondatnak nevezziik, hiszen ez a kifejezés jol jel-
zi, hogy amig konkrét elemeket nem helyettesitiink a valtozé helyébe, addig nincs logikai értéke,

/////

Definicio: Az alaphalmaznak azt a részhalmazat, amelynek elemei az adott mondat-format
igaz itéletté valtoztatjak, a logikai fiiggvény, vagy nyitott mondat igazsaghalmaza-
nak nevezziik.

Jegyezziik meg, hogy egy nyitott mondat megoldasa mindig a teljes igazsaghalmaz meghata-
rozasat jelenti. (Nem szerencsés az a szokasos kifejezés, hogy pl. az el6bbi nyitott mondatnak egy
megoldasa a 2, de mert elterjedt, jol kiilon kell tudnunk valasztani a ,,megoldas” szénak ezt az ér-
telmét a logikai értelmezéstol.)

A valtozok szama szerint egy- és tobbvaltozos logikai fliggvényekrol, egy- és tobbvaltozds nyitott
mondatokrol beszéliink. Az egyvaltozos nyitott mondat alaphalmaza elemeket, a kétvaltozosé, ren-
dezett elemparokat tartalmaz. Ez az elemparok halmaza természetesen felfoghat6 két halmaz direkt-
szorzatanak is.

2. Miveletek nyitott mondatokkal

A nyitott mondatokkal, logikai fliggvényekkel éppugy értelmezhetiink miiveleteket, mint az ité-
letekkel: egy, két vagy tobb nyitott mondathoz nyitott mondatot rendeliink hozza. S6t éppen ugyan-
azokat a miiveleteket fogjuk értelmezni koriikben, mint az itéletek korében.

Halmazok korében a résztvevo halmazok elemei segitségével definialtuk a miiveleteket: azt ad-
tuk meg, hogy a hozzajuk rendelt halmaz az egyes komponensek mely elemeit tartalmazza, illetve
azt, hogy miképpen éplilnek az ,,eredményhalmaz” elemei a komponensek elemeibdl (lasd direkt-
szorzat halmaz).

Az itéletek korében a kiindul6 itéletek logikai értékéhez kotottiik az 0j itéletet: azt adtuk meg,
hogy a komponensek mely logikai értékénél legyen a keletkezd itélet igaz, melyeknél téves.

De hogyan érthetjiik a nyitott mondatokon végzett miiveleteket?

2.1 Negacio

ere s

Hogyan értsiik ezt a nyitott mondatot: ,,Nem igaz, hogy x paros.”, hiszen az ,,x paros” nyitott
mondatnak sincs igazsagértéke: nem mondhatjuk ra, hogy igaz, sem azt, hogy nem igaz.

El6szor is azt kell megjegyezni, hogy a tagadas az allitmanyra vonatkozik. Nem azt mondja az
allitasunk, hogy ,,nem az X paros”, hanem azt, hogy ,,az x nem paros”.

Képezziik az ,,x paros” nyitott mondat igazsaghalmazat az el6bb megvalasztott I halmazon! Jeldl-
juk ezt az igazsaghalmazt P-vel!

A nyitott mondat tagadasaként megfogalmazott nyitott 1 3
mondatnak is meghatarozzuk az igazsdghalmazat ugyan-
azon az alaphalmazon: ez a P komplementuma. A P
komplementumat meghatarozoé tulajdonsag a P allitmanya-
nak tagadasa.
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Definialjuk egy nyitott mondat tagadasat azaltal, hogy a nyitott mondathoz hozzarendeljiik az
igazsaghalmazat, és igy azt mondjuk, hogy a —P(x) olyan nyitott mondat, melynek igazsaghal-
maza a P(x) nyitott mondat igazsaghalmazanak komplementuma. Ez a —P(x) nyitott mondat
tehat éppen azokra az elemekre igaz, amelyekre a P(x) hamis volt, és azokra hamis, amelyekre az
igaz.

A nyitott mondatok korében a tovabbiakban is azaltal fogjuk értelmezni a logikai miiveleteket,
hogy a keletkez6 nyitott mondat igazsaghalmazanak az elemi nyitott mondatok igazsaghalma-
zahoz val6 viszonyat adjuk meg.

2.2 Konjunkcio

Definicio: Egy P(x) és egy Q(x) nyitott mondat konjunkcidjan azt a P(x)AQ(x) dsszetett nyitott
mondatot értjiik, amelynek igazsaghalmaza a P(x) nyitott mondat igazsaghalmaza-
nak és a Q(x) nyitott mondat igazsaghalmazanak a metszete.

Példaul vegyiik a 20-ndl nem nagyobb természetes szamok alaphalmazéan a kovetkezd két nyitott
mondatot: P(x): x egyjegyii. Q(x): x prim.
P(x) igazsaghalmaza: P = {0, 1, 2, 3,4, 5, 6, 7, 8, 9} Q(x) igazsaghalmaza: Q = {2, 3, 5, 7, 11, 13,
17, 19}. Ekkor a P(X)AQ(x) szimbolummal jeldlt ,,x egyjegyl és prim.” nyitott mondatot gy értel-
mezziik, amelynek igazsdghalmaza: {2, 3, 5, 7}, P és Q kozos része.

A legfontosabb miuveleti tulajdonsagok a definicié alapjan a halmazmiiveletek tulajdonsagaira
vezethetdk vissza. Igy igazolhatd a nyitott mondatok korében értelmezett konjunkci6 kommutativi-
tasa (aminek végiggondolasat az olvasora bizzuk), asszociativitasa (ezt mintaként végiggondoljuk
most).

A konjunkcio asszociativ miivelet

Azt kell megmutatnunk tehat, hogy barmely P(x), Q(x) és R(x) ugyanazon I alaphalmazon értel-
mezett harom nyitott mondatra a

(P(x) A Q(X)) A R(X) = P(x) A (Q(X) A R(X)) = P(x) A Q(X) A R(X)

Az utolso, zargjel nélkiili alakhoz elészor 1s kimondjuk, hogy harom (vagy tobb) nyitott mondat

sy

nens nyitott mondatok igazsaghalmazainak metszete.

Az asszociativitast megfogalmazo Osszefiiggés igazolasahoz tehat azt kell megmutatni, hogy a
(P(x) A Q(x)) igazsaghalmazanak és az R(x) igazsaghalmazanak a metszete ugyanaz, mint a P(X)
igazsaghalmazanak ¢és a (Q(X) A R(X)) igazsaghalmazanak a metszete.

(P(X) A Q(X)) A R(X) P(x) A (Q(X) A R(x))

Minthogy a halmazok kdrében mar belattuk a metszet miiveletre vonatkozo6 asszociativitast, az
értelmezéssel egyiitt igazoltuk a nyitott mondatok konjunkciojaval kapcsolatos asszociativitast.
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2.3 Diszjunkcio

Definicio: Legyen adva a P(x) és a Q(x) nyitott mondat egy | alaphalmazon, s legyen a két nyi-
tott mondat igazsaghalmaza a P és a Q halmaz.
A P(X)vQ(x) szimbolummal jelolt nyitott mondatot azaltal adjuk meg, hogy igaz-
saghalmaza legyen ugyanezen az alaphalmazon a P és Q halmaz uniéja.

A fenti példankban értelmezett két nyitott mondat diszjunkcidja: ,,x egyjegyli vagy prim.” Ennek
a nyitott mondatnak a megoldasa, igazsaghalmaza a {0, 1, 2,3,4,5,6,7,8,9, 11, 13, 17, 19} hal-
maz, amelybe tehat beletartozik minden szam, amely P és Q koziil legalabb az egyiknek eleme.

A halmazt meghatarozo tulajdonsag, (amely tehat ezekre és csak ezekre a szamokra igaz), ,,egyje-
gyll vagy prim”, s a vagy szot itt ,,megengedd” értelemben hasznaljuk. (Felsorolassal mondhatjuk,
hogy e halmazban benne van az 0sszes egyjegyll szam €s az Osszes prim. A minden elemre kiilon-
kiilon igaz tulajdonsdg azonban a két komponens nyitott mondat igazsaghalmazat meghatarozo tu-
lajdonsagbol a ,,vagy” szoval kapcsolhato 6ssze.)

A miiveleti tulajdonsagok koziil — a kommutativitas, asszociativitas mellett, amelyek igazolasat az
olvas6 onalloan elvégezheti — most is kiemeljiik a kétféle disztributivitast. Nemcsak az igaz, hogy a

(POIVQ(X)) A R(X) = (P(x) A R(X)) v (Q(X) A R(X))

hanem az is, hogy

(P(x) A Q(x)) v R(X) = (P(x) v R(X)) A (Q(X) v R(X))

Pl. legyen az alaphalmaz a Budapesti Tanitoképz6 Foiskola jelenlegi nappali tagozatos 1. éves ta-
nitd szakos hallgatoinak halmaza. P(x): ,,x énekkaros” Q(x): ,,x budapesti lakos”, R(x): ,,x hang-
szeren jatszik” Az = jel baloldalan all6 formula annak a nyitott mondatnak felel meg, hogy: ,,(x
énekkaros €és budapesti lakos), vagy jatszik valamilyen hangszeren.” (A hangsulyunk, a beszé-
diink ritmusa kifejezi azt a szorosabb Gsszetartozast, amit irasban legfeljebb zardjelezéssel tudunk
egyértelmiivé tenni.) A jobboldali formula pedig egy ilyenféle mondatot formalizal: ,,x énekkaros
vagy hangszeren jatszik, de egyben budapesti lakos vagy jatszik valamilyen hangszeren.”

(Igazolasat gyakorlasképpen célszerli 6nalldan elvégezni.)
2.4 A nyitott mondatok kozt értelmezett implikacio

Eddig a nyitott mondatok kozt végzett miveletek értelmezésében az igazsaghalmazokhoz, azok
korében végzett halmazmiveletekhez tudtunk fordulni. Hogyan értelmezziik a nyitott mondatok ko-
rében az implikaciot?

Nézziink eldszor egy példat erre az esetre!

Vegylik ismét a 20-nal nem nagyobb természetes szamok alaphalmazan a kovetkezd két nyitott
mondatot:

P(x): x egyjegyti. Q(x): x prim

Ertelmezziik a P(x) = Q(x) nyitott mondatot: ,,Ha az x szam egyjegyii, akkor prim.” Mely sza-
mokra igaz ez a nyitott mondat?

Abréazoljuk P(x) és Q(x) igazsaghalmazat, és — az alaphalmaz elemeinek behelyettesitése utan —
dontsiik el a lezart implikaciokrol, hogy az egyes elemekre igazak-e vagy nem!
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Pl. igaz-e, hogy ,,Ha a 3 egyjegyii, akkor prim.”? ,,Ha a 12 egyjegyl, akkor prim.”? ,,Ha a 6 egy-
jegyl, akkor prim.”?... — Az itéletek korében mar ismert miivelet segitségével kivalaszthatjuk az 6sz-
szes szamot az alaphalmazbol, amely igazza teszi a nyitott mondatot.

10 12 14|L 10 12 14[1
9 18 20 18 20
8 1 5273 1]:_[913 8 1 2 3 1:|igl3
465> 7177 g 177 [qQ
15 16 15 16

Azt tapasztaljuk, hogy minden szam igazza teszi, amely nincs benne a P\Q halmazban. Mondhatjuk,
hogy a P\Q komplementuma a fenti nyitott mondat igazsaghalmaza.

2.5 Ekvivalencia

Akkor ¢és csak akkor P(x), ha Q(x). Mi az igazsaghalmaza ennek a nyitott mondatnak? Az alap-
halmaznak az a része, amelyben az elemek mindkét nyitott mondatot igazza teszik, vagy mindkét
nyitott mondatot hamissa teszik. Azaz amelynek elemeire megegyezik a két nyitott mondatbol alaku-
16 itélet igazsagértéke. Ez a két igazsaghalmaz szimmetrikus differenciajanak a Kiegészito hal-
Mmaza.

3. Kvantifikacio; kvantoros allitasok és tagadasuk (ilyen allitasok korében végzett mii-
veletek konkrét példakon.)

3.1 A kvantoros allitasok értelmezése

A nyitott mondatokbol nemcsak ugy tudunk allitasokat Iétrehozni, hogy az alaphalmaz elemeit
behelyettesitjiik a valtozo helyébe, hanem ugy is, ha azt fejezziik ki, hogy mi a mondatunk érvényes-
ségi kore, az alaphalmaz milyen részére vonatkoztatjuk.

Példaul legyen az alaphalmaz ezeknek a paralelogram-
maknak a halmaza, ¢s a mondat-forma, amellyel a nyitott
mondatot értelmezziik: ,,x tengelyesen szimmetrikus.”

Lezarhatjuk a nyitott mondatot azéltal, hogy rendre be- 5
leillesztjiik a hat elem barmelyikét. Igy igazza, vagy nem

igazza, tehat kijelentéssé, itéletté valik a nyitott mondat.

De megtehetjiik azt is, hogy kijelentjiik: ,,Mindegyik paralelogramma tengelyesen szimmetrikus.”
Vagy sz6lhat igy is a lezaras: ,,Egyik paralelogramma sem tengelyesen szimmetrikus.” Ismét itéletet
kapunk, ha igy egészitjiik ki: ,,Van koztiik tengelyesen szimmetrikus paralelogramma.”, vagy igy:
,Nincs olyan paralelogramma, amely tengelyesen szimmetrikus volna.”

A ,,mindegyik”, (,,mind”, ,,minden”), ,,nem mind”, ,,van koztiik”, ,,nincs olyan...” ,,egyik sem” ki-
fejezéseket kvantoroknak nevezziik. A veliik vald lezarast kvantifikacionak.

A ,,mindegyik”, ,,minden...” kifejezéssel a teljes alaphalmazra, az univerzumra vonatkoztatjuk a
kijelentésiinket, ezt univerzalis kvantornak nevezziik. Jele: V.

Az els6é mondatunkat tehat igy formalizaljuk: Vx T(x), és igy olvassuk: minden x T(x), azaz pél-
dankban: mindegyik paralelogramma tengelyesen szimmetrikus. Természetesen ez a kijelentés nem
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igaz. Cafolni azaltal lehet az univerzalis kijelentést, hogy felmutatunk egyetlen ellenpéldat. (A leg-
altalanosabb paralelogramma cafolja a mondat igazsagat.)

A ,,van olyan...” kvantorral azt fejezziik ki, hogy az alaphalmaznak legalabb egy eleme i1gazza te-
szi a nyitott mondatot, hogy 1étezik olyan paralelogramma, amely tengelyesen szimmetrikus. Neve:
egzisztencialis kvantor, jele: 3. Mondatunkat igy formalizaljuk: 3x T(x). Ez a kijelentés igaz, és az
egzisztencialis 4llitas igazolasara elegendd egyetlen példa felmutatasa. (A négyzet, a rombusz vagy
a téglalap igazza teszi a nyitott mondatot.)

Vegyiink most egy masik alaphalmazt, értelmezziik
a T(x) nyitott mondatot ezen, €s nézziikk meg, hogy / \
igaz-e a kétféle kvantorral lezart allitasunk.

Most mindkét allitas igaz: az 0j alaphalmazon nincs ellenpélda és van példa a tengelyesen szim-
metrikus sikidomra.

A kvantifikacio, a kvantifikalt allitasok a gondolkoddsunkban azért jatszanak fontos szerepet,
mert az ismeretek altalanositasat ezzel a gondolati tevekenységgel hajtjuk végre. Ezért az elébbi két
megjegyzést még egyféle formaban megkozelitjik.

3.2 Mit jelent a fenti tipusi mondatok tagadasa?

Azt mondtuk, hogy a ,,Minden...” tipusu allitdisok mindaddig igazak, amig nincs ra ellenpélda.
Megallapitottuk az elsd alaphalmazban, hogy a Vx T(x) allitas hamis, ennek tehat a negécidja kell,
hogy igaz legyen. A Vvx T(x) negaltjaa —VX T(X), ahol !l a ,,nem” sz6 nem az allitmanyra vonat-
kozik, mint a nem kvantoros itéletek esetében, hanem a kvantorral 6sszekapcsolt alanyral!! Ha az
igaz, hogy nem minden paralelogramma tengelyesen tiikros, akkor ez éppen azt jelenti, hogy van
olyan paralelogramma, amely nem tengelyesen tiikros.

Vegyiink most masik nyitott mondatot szintén az elsé alaphalmazon: K(x) jelentse azt, hogy ,,x
koézéppontosan szimmetrikus.” Zarjuk le a nyitott mondatot az univerzalis kvantorral: VX K(X) azt
formalizélja, hogy ,,Mindegyik sikidom k&zéppontosan szimmetrikus”. Ez a mondat igaz, hiszen
alaphalmazunkban mindegyik elem igazza teszi a nyitott mondatot. Ez azt is jelenti, hogy nem tu-
dunk olyan lapot mutatni, amely ne lenne kdzéppontosan szimmetrikus. Ha a vx K(x) igaz, akkor a
tagadasa nem igaz. A —Vx K(x) tehat egyszerre lesz hamis azzal a kijelentéssel, hogy — 3Ix —K(X).

Azonos alaphalmazon értelmezett nyitott mondatokkal kapcsolatban tigy gondolkodtunk (a miive-
letek értelmezése soran), hogy azonos a jelentésiik, ha azonos az igazsaghalmazuk, azaz, ha pon-
tosan ugyanazokra az elemekre igaz az egyik nyitott mondat, mint a masik. (Ebben persze az is ben-
ne van, hogy pontosan ugyanazokra az elemekre hamis az egyik, mint a masik.)

A kvantoros allitasokra vonatkozoan pedig ez igaz: két kvantoros allitas azonos jelentésii, ha
barmely alaphalmazban megegyezik az igazsagértékiik.

A —Vx T(x) kijelentés pontosan ugyanazokban az alaphalmazokban igaz, mint a 3x —T(x). S6t
a T allitas konkrét tartalmatdl fliggetleniil fennall ez az egyezés:

—VX T(X) = IXx =T(X)

Specialisan az iires halmazzal kapcsolatban kell még egyszer megerdsiteniink ezt a jelentésazo-
nossagot. A mindennapi ¢életben kicsit masképpen gondolkodunk, de a matematika sziikségképpen
ezekre a sz¢€Iso esetekre is kiterjeszti az egyértelmii értelmezést.
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Valaki egy irodabdl kilép, és kijelenti, hogy a falon lathato 6sszes kép eredeti Munkacsy kép. Ha
most benéziink, és azt latjuk, hogy egyetlen kép sincs a falakon, hajlamosak vagyunk a nagyzold
kijelentést hazugsagnak itélni. Pedig a kihivott festmény-szakérté nem fog tudni mutatni a falon
egyetlen hamisitvanyt, vagy mas fest6tdl valod képet sem.

Ez az eset nagyon hasonlit arra, mintha azt allitotta volna az illetd, hogy ha van a falon kép, ak-
kor az eredeti Munkacsy-kép.

A matematika a ,,minden...” kifejezést valoban igy érti. Ez cseng 0ssze azzal az elébbi gondolat-
tal, hogy az ellenp¢ldat jelentd egyetlen elem céafolja az ilyen allitas igazsagat. Ha tehat nincs ellen-
példa (amelyre az eldtag igaz, az utdtag nem), akkor igaznak fogadjuk el.

Jol belegondolva nem azért érezziik becsapva magunkat, mintha nem tudnank elfogadni, hogy
igaz az allitas, hanem azért, mert cstisztatast latunk benne. Mert az elbeszelonek éppen az a szandé-
ka, hogy — bar igazat mond, mégis — a nem igaz tobbet higgyiik. (O késébb is védekezhet igy: nem
allitotta, hogy van kép a falon, akkor ugyanis hazudott volna.)

Tapintsuk ki a ,,van olyan...” tipusu allitasok igazsaganak hatarait. Mondtuk, hogy igaz az
allitas, ha akarcsak egyetlen elem i1gazza teszi a nyitott mondatot.

Vegyiik most a K(x) nyitott mondatot. Masodik alaphalmazunkban nem gond igazolni, hogy a 3x
K(x) allitas igaz. Azt is lattuk, hogy ugy valik nem-igazza az allitas, ha az 6sszes ,,példat” jelentd
elemet eltavolitjuk a halmazbol, tehat a halmazra az lesz igaz, hogy ,,Minden eleme nem koézéppon-
tosan szimmetrikus.” Ebbdl a masodik alaphalmazbdl egyetlen elem marad, ha kivessziik a kozép-
pontosan szimmetrikus elemeket, hogy hamissa tegyiik az allitdst. Mi marad az els6 halmazbol, ha itt
is el akarjuk érni, hogy rajta hamissa valjon? — Az iires halmaz.

Az tires halmazra tehat igaz a Vx T(x) és a VX —T(X) is, és ez az egyetlen ilyen tulajdonsagu hal-
maz. Vigyazat! E két mondat nem tagadéasa, nem negacidja egymasnak! Ezt éppen azzal lehet egy-
szerlien igazolni, hogy — ime — van olyan eset, amelyre a két mondat mindegyike igaz!

Térjiink vissza az elsé alaphalmazon értelmezett K(x) nyitott mondatra, és vizsgaljuk azt, hogy
egyaltalan igaz-e itt is, hogy van az elemek kozott kozéppontosan szimmetrikus sikidom. Nem csap-
juk be ezzel a mondattal azt, aki nem latja a képet, amirdl beszéliink? Hiszen minden lap kdzéppon-
tosan szimmetrikus a készletiinkben!

[tt ismét arr6l van sz6, hogy a koznyelvben kicsit masképpen hasznaljuk ezeket a szavakat néhany
esetben, mint a matematikaban. A koznyelv szerint nem latjuk értelmét annak, hogy ,.kevesebbet
allitsunk az igazsagnal”: ha mind ilyen, akkor mért ne ezt arulnank el, mért azt mondjuk, hogy van
ilyen tulajdonsagu lap.

A matematika ezt a két kvantort 6nmagaban értelmezi, és a masiktol fiiggetleniil mondja ki, hogy
egy elemet mutassunk a halmazbol, amelyre igaz, akkor a ,,Van olyan elem ...” allitast igaznak tekin-
ti fliggetleniil att6l, hogy miféle a tobbi elem.

Masrészt az eldbbiek alapjan azt is lathatjuk, hogy a ,,Minden elem adott tulajdonsagu” allitas
nem feltétleniil mond tobbet a készletiinkrdl, mint az egzisztencialis allitas, csak mast mond. Hiszen
a van — legalabb 1 ilyen tulajdonsagu elem létezését mondja ki, a mind ilyen pedig azt zarja ki,
hogy volna nem ilyen.
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Feladatsor

LOGIKA

1. Adottak a kovetkez6 elemi allitasok:
K: Kirandulni megytiink.
E: Esik az eso.

Formalizélja az alabbi allitasokat! (irja le a szerkezetiiket kifejezé formulat az elemi allitasok és a logikai
miuveletek segitségével!

a) Kirandulunk, noha esik az es6.

b) Ha esik az es6, nem megyiink kirandulni.

€) Bar esik az es6, mégis kirandulunk.

d) Kizart, hogy esik az es6 és kirandulunk.

e) Vagy esik az esd, vagy kirandulunk.

f) Kirandulunk, feltéve, hogy nem esik az eso.

g) Nem igaz, hogy akkor esik az esd, ha kirandulunk.

h) Csak akkor kirandulunk, ha nem esik az es6.

i) Csak akkor esik az esd, ha kirandulunk.

J) Hakirandulunk, akkor esik az es6, és csak akkor esik az es6, ha kirandulunk.
K) Akkor és csak akkor kirandulunk, ha nem esik az es6.

2. Formalizalja az allitasokat! (Adja meg az elemi allitasokat is!)
a) Eva jol felelt, pedig nem is tanult.

b) Nemcsak megoldotta, hanem 6be is mutatta.
c) Nem igaz, hogy ez a szam 2-vel és 3-mal is oszthato.

d) Ha a szamokrol sz6l6 nyitott mondat két oldalat egyenldségjel kapcsolja Ossze, akkor a nyitott
mondatot egyenletnek nevezziik.

e) Valtozatlan marad az Gsszeg, ha az egyik tagot ugyanannyival ndveljiik, mint amennyivel a masik
tagot csokkentjiik.

f) Fanni hazament, de nem maradt otthon, bar mindenki ezt varta téle.

g) Ha hazajossz és be is vasarolsz, nekem nem kell lemennem és megfézhetem a vacsorat.

h) Angolbdl vagy matematikabol késziilok, de nem késziilok mindkettobol.

i) Kizart, hogy nem vizsgazom le matematikabol vagy pedagdgiabdl elsé kisérletre, vagy a nyelv-
vizsgat nem teszem le marciusig.

J) Ha pontosak az adatok és jol emlékszem, ugy akkor €s csak akkor elég a pénz a nyaralasra, ha bel-
foldre vagy az utdszezonban utazunk.

k) Mindenki itt marad, ha ma irjuk a dolgozatot, de ha nem ma irjuk, akkor vagy moziba megyek,
vagy hazautazom.

I) Ha nem jelentkezem idOben a vizsgara, vagy ha nem késziilok fel és elégtelent kapok, az utolsd
héten kell vizsgdznom.
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3.

>

Formalizélja a kdvetkez6 allitasokat!

Allapitsa meg értéktablazat segitségével vagy azonossagok felhasznalasaval, hogy mely allitasok ekvi-
valensek!

a) P, pedignemis Q. J) P vagy Q, de nem mindkettd.

b) Sem Q, sem P. k) Akkor P, ha Q.

c) Barnem P, mégis Q. I) Csak akkor P, ha Q.

d) Nem P, hanem Q. m) Nem igaz, hogy ha P, akkor egytttal Q is.
e) Nem igaz, hogy P vagy Q. n) Hanem P, akkor nem is Q.

f)  SenemP, se nem Q. 0) Nem P, feltéve, hogy nem is Q.

g) Nem igaz, hogy P noha nem Q. p) HaP, akkor Q, de ha nem P, akkor Q sem
h) ~ Nem P, noha nemis Q. r) HaP, akkor nem Q, de ha nem., akkor Q.
1)  Q, feltéve, hogy P. s) HaQ, akkor nem P, de csak akkor.

Igazolja, hogy a két formula egyenértéki!

a (Aagvr (rvp)A(@vr),
b) (PArQ)—>r p—>(q—r),
) peq; _(ﬁpvq)Aﬂ(qAﬂp),

d ((pvagvnDaA=qa=r)—p; i

Allapitsa meg, hogy vannak-e az alabbi mondatok kozott azonos jelentéstick!
a) Délutan tanulok és nem pihenek, vagy este dolgoznom kell.

b) Ha délutan tanulok és nem pihenek, akkor este nem kell dolgoznom.

c¢) Ha délutan nem tanulok, hanem pihenek, akkor este kell dolgoznom.

Legyen S az a kijelentés, hogy "Sikeriil a vizsgdm", R az, hogy "Rendszeresen késziilok az orakra". irja
le jelekkel a kovetkezd kijelentéseket (formalizaljon)!

a) Csak akkor sikertil a vizsgam, ha rendszeresen késziilok az orakra.

b) Annak, hogy sikeriiljon a vizsgam, elégséges feltétele, hogy rendszeresen késziilok az orakra.

¢) Akkor és csak akkor sikeriil a vizsgam, ha rendszeresen késziilok az orakra.

d) A rendszeres késziilés az orakra sziikséges és elégséges feltétele annak, hogy sikeriiljon a vizsgam.
e) A rendszeres késziilés az orakra a sziikséges feltétele annak, hogy sikeriiljon a vizsgam.

Hozza egyszeriibb alakra az alabbi formulakat!

p—p p—i,

ivq, p—h,

p A, pvh,

pA(pvh), (pv—=p)Ah,

(pA—=p) Vi, i< p,

p—(p—q), h—q,

p_>_‘p’ —|p/\—|(—|pVQ),
(PA(P—0a)—a —((Pra) v (=pAr—0).

l:= {x | x négyszog}

Px:= x paralelogramma

Tx:=x téglalap

A Px nyitott mondat igazsdghalmaza P, a Tx nyitott mondat igazsdghalmaza T.
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Készitsen olyan abrat, amelyiken nincs lires tartomany, de mutatja a két igazsaghalmaz (a két fogalom)
kapcsolatat!

9. Melyik valogatashoz, melyik rajz illik?

10.

11.

a) Természetes szamok: 8 tobbszordsei, 12 tobbszordsei, 4 tObbszorosei
b) ElSlények: emberek, allatok, névények

C) Jatékok: labdak, pingponglabdak

d) Emberek: felnottek, gyerekek, 6vodasok

(D 0

Abrazolja a kovetkez6 fogalmak kapcsolatat!
- targy
- hangszer
- fivos hangszer
- szOrakozast, pihenést szolgalo targy
- régi népi fuvos hangszer
- tarogatd
- a kurucok altal hasznalt régi népi fuvos hangszer

Gondoltam egy 1 és 20 kozotti szamra. Hany szabélyos barkochba kérdéssel lehet mindig kitalalni?
Készitsen a feladathoz kor-diagramot (vagy tablazatot) és fadiagramot!
Hany dologbol lehet egyet kitalalni ugyanannyi kérdéssel, mint a fenti feladatban?

12. Helyezze el a logikai készlet piros lapjait mindkét fadiagramon!

13.

14.

15.

PPy
|

Adjon meg a piros lapok fenti két elrendezésén kiviil més sorbarendezést is, majd készitse el ehhez is
a fadiagramot!

Hény barkochba kérdéssel lehet kitalalni a piros lapok koziil egyet?
Hény kérdéssel lehet kitalalni a teljes készletbdl egy lapot?
Ayx: x gép
By: x kéziszerszdm
Cyx: x a mezégazdasagban hasznalt munkaeszkoz
Dy: x kasza
Ex: x munkaeszkoz
Fy: X traktor
Készitse el a fenti nyitott mondatok igazsdghalmazaihoz a kapcsolatukat kifejezé abrat!
Z:= {x | x egész szam}
Px:=x paros, x € Z
a) Formalizalja a kovetkezo allitasokat!
Minden szam péaros.
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Van paros szam.

Nem minden szam paros.

Minden szam paratlan.

Vannak pératlan szamok.

Nincsenek paros szdmok.

Vannak pératlan szamok.

Nem minden szam paratlan.

Van olyan szam, amelyik paratlan.

Nincs olyan szam, amelyik ne lenne péros.
Nem minden szdmra igaz, hogy nem paros.
Minden szam paros is és paratlan is.
Minden szam paros vagy paratlan.

b) Keressen a fentiek kozott olyan allitasokat, amelyek egyenértékiick és olyanokat, amelyek egymas
tagadasai!
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